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Logique,

algebres, nombres.

Comme nous I'indiquions a la fin du précédent Cahier, avant d’aborder le domaine
des nombres, nous donnerons un bref apergu de la logique moderne, soubassement
de tout I’édifice mathématique.

Ce faisant, comme le constatera le lecteur, nous ne nous écarterons guere du
domaine des ensembles et des relations.

fiche 113.

Du calcul des classes

a la logique des attributs

et des propositions.

A titre d’introduction A la logique des propositions, nous commengons cette
fiche par un retour sur les ensembles.

Nous avons vu (cf. fiche 5 notamment) que les sous-ensembles définis au sein
d’un univers de référence se présentaient souvent en tant que classes, une classe
déterminée « regroupant » les éléments de I'univers ayant en commun un certain
attribut et seulement ces éléments.

Autrement dit ces classes sont des sous-ensembles d’un certain univers qui sont
définis en compréhension.

Cette fagon de voir a mis en évidence le lien étroit reliant classe et attribut.
Dans la mesure ou les classes se prétent au calcul, on doit retrouver « quelque
chose » du méme ordre au niveau des attributs.

C’est ce « quelque chose » que nous allons explorer rapidement, en nous inspirant
de la démarche suivie dans ce domaine par le Pr Dienes (1).

(1) Voir en particulier Z. P. DIENgs : « L’apprentissage de la logique » O.C.D.L.; Colomb.
Glaymann : « Ensembles, logique et cartes perforées » O.C.D.L.; Glaymann : « Initiation a
la logique » in Bulletin de I’ Association des professeurs de mathématiques de I’enseignement public,
n° 260.
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1. Logique des attributs.

Commengons par un peu de grammaire.

En grammaire, on nomme attribut (ou prédicat) ce qui s’affirme ou se nie du
sujet. Littré donne comme exemple « tout homme est mortel ». L’attribut est lié
au sujet par le verbe ou par la copule (est). En cela il se distingue de I’épithéte (exem-
ple : un bel enfant) qui exprime également une qualification mais sans I'intermédiaire
d’un verbe.

Ceci rappelé, nous allons considérer un ensemble E bien défini d’objets ayant
des formes géométriques et des couleurs diverses, par exemple des objets & caracté-
ristiques multiples, tels les blocs Hull-Dienes ou tout autre matériel de conception
voisine. Nous allons distinguer ces objets en classes suivant qu’ils présentent ou non
I'un ou lautre des attributs « triangle » ou « bleu ».

1.1. Disjonction, implication.

Chaque fois que nous considérons un élément quelconque de I’ensemble de
référence, nous sommes 2 méme de dire s’il est « bleu » ou non. S’il n’est pas « bleu »,
nous pouvons dire qu’il présente I’attribut « non bleu », le « non » niant donc I'attribut
auquel il se référe.

De méme nous savons décider pour tout élément s’il est « triangle » ou « non
triangle ».

Si je désigne Iattribut « bleu » par le symbole b et l'attribut « triangle » par le
symbole ¢ et la négation par N, je pourrai désigner I'attribut « non bleu » par Nb
et l'attribut « non triangle » par Nz

Y
Y

X
Fic. 92.

Le classement de tous les éléments de I'univers en fonction des attributs « bleu »
et « non bleu » produit une partition de 'univers E en deux parties que je désigne
par X et X :

X = {x, x €Eb}, X = {x, x € E|Nb};

&critures qui se lisent : « ensemble des éléments de E tels que b », « ensemble des
éléments de E tels que Nb » ; ces parties sont :

— mutuellement exclusives : aucun élément ne peut étre b et Nb;

— collectivement exhaustives : tout élément de E est b ou Nb.

De méme le classement des éléments suivant les attributs # et N7 donne deux par-
ties Y et Y « associées » & ces attributs, parties telles que

YNY =0
YuY=E
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Je considére maintenant les éléments qualifiés de « bleu ou triangle ». Je les
trouve dans la partie gauche du diagramme I ou dans la partie inférieure du dia-
gramme II (fig. 92) soit sur un diagramme unique dans les cases 11, 10, 01.

10 L6 00

11 01 ! 11 01

Fic. 93.

On peut donc considérer « bleu ou triangle » comme un attribut d’un type spécial
qu’on pourrait qualifier d’attribut composé. L’ensemble associé a ce nouvel attribut
est I’ensemble formé par la réunion des deux ensembles X, Y.

Remarquons que ce type de situation peut étre appelé disjonctif par analogie
avec la disjonction grammaticale qui marque qu’on « réunit les éléments tout en
distinguant les attributs ». C’est pourquoi Dienes dit que « bleu ou triangle » est
’attribut disjonctif des deux attributs « bleu », « triangle ».

Notation : Dans la notation dite polonaise, on marque la disjonction des attributs
par la majuscule A placée devant les noms des attributs & disjoindre si bien que :

A th signifie « triangle ou bleu »

La fagon dont est défini le sous-ensemble réunion nous donne une certitude.
C’est dans ce sous-ensemble que nous trouvons n’importe quel élément « triangle
ou bleu ». Si nous savons par ailleurs que tel élément de ce sous-ensemble n’est pas
bleu, alors nous sommes certains qu’il est triangle. Cette remarque nous conduit
a considérer comme un attribut composé lattribut défini par I’expression « si non
bleu alors triangle », attribut qui ne différe en rien de I’attribut « bleu ou triangle ».

Cette présentation étant nouvelle par rapport & nos habitudes linguistiques,
il est bon de bien la noter et de s’exercer a passer de la disjonction a Vimplication.
Implication est en effet le terme employé pour désigner le « si ... alors ... » que
nous utilisons actuellement.

Exercice : Indiquez sur le diagramme de Carroll vierge ci-dessus I’ensemble associé
a lattribut « si triangle alors bleu ».
Dans la notation polonaise, on indique I’implication par la lettre C.
L’écriture C bt se lit : « si bleu alors triangle » et il revient au méme de parler
de Tattribut C bt ou de Pattribut A Nbz. Vérifiez-le sur les diagrammes pour deux
attributs quelconques x et y.

Remarque :

Dans la mesure ou le « si ... alors ... » n’est pas facilement pergu comme
attribut, mais plutét comme proposition, il est pédagogiquement souvent indiqué
d’utiliser parallélement la formulation « non p ou g » et « si p alors g ».
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Questions :

.a) L’attribut nommé A br est-il différent de 'attribut nommé A 75?
b) Lattribut nommé C bt est-il différent de I’attribut nommé C 7b?

¢) Puisque C bt est un attribut au méme titre que b par exemple, nous pouvons
« nier » cet attribut et écrire NC bt. Trouvez sur le diagramme de Carroll de tout
3 I’heure I’ensemble associé a lattribut N C br.

Réponses aux questions ci-dessus :

a) Les ensembles associés a A bt et a A tb sont les mémes (commutativité de
la réunion), les deux attributs correspondants ne sont donc pas différents.

b) C bt correspond a A Nb¢, tandis que Ctb correspond a A Ntb, comme les
ensembles associés a A Nbt et & A Nrb ne sont pas les mémes, les attributs Cbt et
Crb sont différents, L’implication n’est pas commutative.

¢) Sur le diagramme de Carroll, I’ensemble associé a I’attribut C bt correspond
aux cases 11, 01, 00, ’ensemble associé a N C bt est le complémentaire du précédent;
il correspond a la case 10.

12. G onjonction.

Considérez maintenant les éléments « bleu et triangle » et cherchez 1’ensemble
associé a cet attribut composé. Celui-ci regoit le nom de « conjonctif », parce qu’on
peut considérer que cette fois les attributs sont joints (conjoints) sur le méme support.

Vous avez certainement trouvé que ’ensemble associé a « bleu et triangle »
correspond a la case 11 du diagramme de Carroll.

Dans la notation polonaise, 1’écriture K bt signifie « bleu et triangle ».

Questions :

a) L’attribut nommé Kbt est-il différent de ’attribut nommé K 756? (La réponse
est « non », en raison de la commutativité de I’opération intersection).

b) Repérez sur le diagramme de Carroll ’ensemble associé a l'attribut N K zb.

(La réponse est : « ’ensemble des cases 10, 01, 00, complémentaire de I’ensemble
repéré 11, Or I’ensemble repéré 10, 01, 00 n’est autre que ’ensemble associé a I'attribut
A N7Nb. Nous retrouvons ici une loi de De Morgan : il revient au méme de considérer
les attributs N Kbt, A NbNt. En langage courant on pourrait dire : « si je laisse
de coté les objets « bleu » ou « triangle », je n’ai plus affaire qu’a des objets « ni bleu

ni triangle ».

TITTT 777777777777,
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Intérét pédagogique de la notation polonaise: Sur le plan pédagogique, le fait
de centrer lattention du débutant sur les attributs permet, lors de I'introduction
des notions ensemblistes, de bien dégager la signification de I’opération de réunion
qui n’est pas sans présenter des difficultés puisque, dans cette opération, on réunit
— au sens matériel — les éléments alors qu’on distingue les attributs (disjonction).

D’autre part cette fagon de faire met bien en évidence le caractére classificatoire
des opérations ensemblistes : chaque sous-ensemble d’un ensemble de référence
apparait comme la classe associée & un attribut (simple ou composé).

Quant a la notation polonaise, elle est souvent considérée comme plus accessible
aux jeunes enfants que la notation par symboles spécifiques que nous verrons bient6t.
On peut en effet la mettre en ceuvre directement sur les ensembles d’objets ou d’éti-
quettes sans rien écrire. II suffit pour cela de fabriquer un jeu de cartons sur lesquels
on inscrit N, A, C, K, cartons qu’on fait disposer par les enfants devant les sous-
ensembles d’objets ou d’étiquettes sur lesquels ils opérent.

Logique des propositions.

Aprés ce copieux hors-d’ceuvre, nous pouvons attaquer le plat principal de la
présente fiche : la logique des propositions. Celle-ci est constamment présente dans
notre discours, mais nous n’en prenons pas conscience tant elle est intimement mélée
a la pensée rationnelle. Notre but est de la faire sortir pendant quelques instants de
cet anonymat.

2.1. Propositions et opérateurs.

Considérons la phrase n° 1 ci-dessous :

« Le dimanche, quand il fait froid, je vais au cinéma ou je reste chez moi ».

Cette phrase ne change pas de signification si je la « traduis » dans les teriiies
suivants (phrase 1 bis) :

« Si (il fait froid le dimanche), alors (je vais au cinéma) ou (je reste chez moi). »

Considérons la phrase n° 2 : « Vous viendrez me voir demain si vous étes libre »;
je peux la traduire par la phrase 2bis :

« Si (vous étes libre demain), alors (vous viendrez me voir). »

Considérons enfin la phrase n° 3 : « Ce matin, il pleut et il fait froid »; je peux
la disposer typographiquement comme suit (3bis) : :

« (Ce matin, il pleut) et (ce matin, il fait froid). » -

La présentation graphique adoptée pour les phrases « bis », met en évidence
Pexistence dans le langage — et donc dans la pensée — de deux catégories « d’outils
linguistiques ».

D’une part on trouve des phrases ayant un sens par elles-mémes, telles que « il
fait froid le dimanche ». Ces phrases sont dénommeées propositions.

Dr’autre part on trouve des éléments de liaison entre propositions : éléments
que nous avons mis en évidence, tels : ... et ..., ... ou ..., si ..., alors ...

Ces éléments sont appelés opérateurs (ou connecteurs ou foncteurs). Ils connotent
des opérations effectuées sur les propositions.
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Ainsi la pensée s’exprime-t-elle en faisant appel 4 une succession de propositions
et de connecteurs, succession que 1’on pourrait représenter schématiquement comme
suit :

PElqI.ra% D, q, r, s, propositions, [ connecteurs.

Mis sous cette forme nous n’avons plus affaire qu’a des contenants susceptibles
de recevoir dans tel cas particulier tel ou tel contenu.

- La logique — ou calcul — des propositions se propose d’étudier les régles,
s’il y en a, auxquelles doivent se conformer lesdits contenants pour qu’il y ait langage
intelligible.

On pressent immédiatement I’analogie avec I’étude des ensembles. Dans ce cas
aussi nous nous sommes intéressés & eux en tant que tels, n’introduisant les parti-
cularités de leurs contenus qu’a un certain niveau, et nous avons dégagé une algébre
des opérations sur les ensembles, c’est-a-dire un « corps » de régles auxquelles se
conforment ces opérations.

Une autre analogie est également remarquable.

Regardons une des propositions données plus haut en exemple, la proposition p :
« Ce matin, il pleut ».

Cette proposition peut étre vraie, mais il se peut aussi qu’elle soit fausse.

Si une proposition est composée a une ou plusieurs propositions, selon qu’elle
sera ‘.vraie ou fausse, la proposition composée sera-t-elle vraie ou fausse? La valeur
(vraie ou fausse) de la proposition composée ne dépend-elle pas des valeurs des
propositions élémentaires qui ont été composées?

2.2. Variables propositionnelles : le vrai et le faux.

Ceci nous amene a considérer les propositions utilisées dans le discours comme
des propositions qui ne sont pas forcément vraies et auxquelles on pourra attribuer
suivant les cas la propriété d’étre vraies ou la propriété d’étre fausses, la valeur « vraie»
ou la valeur « fausse ».

Pour bien traduire cette « liberté » laissée aux propositions, on pourrait employer
pour les désigner I’expression « variable propositionnelle ». Nous ne le ferons pas
systématiquement pour ne pas alourdir 1’exposé mais le lecteur devra se souvenir
que les propositions considérées, sauf stipulation contraire, sont susceptibles de
prendre deux valeurs.

‘C’est pourquoi la logique en question est appelée logique & deux valeurs.

Et, a ce point, nous retrouvons la dichotomie que nous avions précédemment
notée a propos des ensembles, ol I'appartenance est, elle aussi, & deux valeurs (e,
€ (*).

Puisque nous sommes dans un univers a deux valeurs, il est indiqué de caracté-
riser chacune d’elles par un signe distinctif. L’habitude prévaut d’affecter :

au vrai, la valeur 1 (ou la majuscule V);
au faux, la valeur 0 (ou la majuscule F).

= (*) Dire que tel objet d’un ensemble est élément du sous-ensemble des objets rouges revient
au méme que de dire : (la proposition : « tel objet est rouge » est vraie).

== =



Exemples :

PROPOSITIONS DESIGNATION VERACITE | VALEUR
{
« 5 est un nombre impair » a vrai ; V@) =1 *)
« cet objet est rouge » .. b vrai ou faux UB) =1 ou 0
suivant cas
« un carré a trois cotés »| c faux V) =0
elc. ; ‘
! |

(*) V(a) se lit : « valeur de la proposition a ».

Intéressons-nous maintenant aux opérateurs.

2.3. Opérateurs et opérations logiques.

Nous étudierons simultanément les opérateurs, considérés en tant qu’'outils
linguistiques, et les opérations qui sont le résultat de I'intervention de 'opérateur.

a) Commengons par la négation qui ne nécessite qu’une seule proposition p.
Sous l'effet de la négation, la proposition p devient non p (1).

Exemples : p : « un carré a trois cotés »
non p : « un carré n’a pas trois cotés »
q : « ce triangle est rouge »
non q : « ce triangle n’est pas rouge »

Du point de vue de la valeur :

une négation rend fausse une proposition vraie,
vraie une proposition fausse.

La table des valeurs (ou de vérité) dans les deux cas possibles s’établit comme
suit :

V(p) VU(Tp)
1 , 0
0 : 1
|

= (1) « non p » se note, suivant les auteurs, ] p, Np, ~p ou p. Nous utiliserons de préfécence
p.
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b) Envisageons maintenant le cas ol nous avons a associer deux propositions p et g
a I’aide d’un certain opérateur (*) dont nous ne précisons pas pour ’instant la nature.

L’association de p et g selon * donne une proposition nouvelle appelée propo-
sition composée que nous notons indifféremment r ou pxq.

Autrement dit, au couple de propositions (p, g) le connecteur * associe la propo-
sition composée r (également notée p*q).

P, q étant des variables propositionnelles prennent leurs valeurs dans I’ensemble
{0, 1}; le probléme est de déterminer la valeur que prend la variable propositionnelle
composée r selon les valeurs données a p et g respectivement. Puisque p peut prendre
deux valeurs, 0 ou 1, puisque g peut prendre deux valeurs, 0 ou 1, le couple (p, q)
peut prendre quatre valeurs qui sont (1, 1), (1, 0), (0, 1), (0, 0).

A chacune de ces valeurs du couple correspondra, pour r, une valeur prise
dans {0, 1} qui dépendra de la nature de I’opérateur *. Celle-ci n’étant pas définie,
pour le moment, nous pouvons attribuer a p%q les valeurs que nous voulons. Dans
le tableau ci-dessous, par exemple, nous exprimons que p*q est fausse quelle que
soit la valeur du couple (p, q) :

wp)  vg) | vp*q) P q | pxa
1 1 0 R | 0
1 0 0 30 24 0
0 1 0 6 wal 0
0 0 0 0 0 0

Remarque : Le tableau de droite a la méme signification que le tableau de gauche;
les notations sont simplifiées : en premiére ligne vous lisez : valeur de p = 1, valeur
de g = 1, valeur de px*q = 0.

Avec un autre opérateur, noté *** par exemple, nous pourrions avoir le tableau
suivant :

Pl ude pEtg
11 1
1 0 0
R 0
R 1

Une premiére question vous vient sans doute a I’esprit : combien existe-t-il
d’opérateurs distincts de ce genre (encore appelés « connecteurs a deux places »,
celle de p, celle de g). La réponse est qu’il en existe 16. Pourquoi 16?

Veuillez y réfléchir; remarquez que tous ces tableaux ont quatre lignes. Mais,
si vous ne trouvez pas, ne vous inquiétez pas trop. Allez de ’avant : vous reviendrez
plus tard sur ce point laissé sans réponse. Les choses s’éclaireront progressivement
au cours de la fiche suivante.
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fiche 114.

Logique des propositions (suite),
lois logiques,

raisonnement logique

Dans la précédente fiche nous avons introduit la notion de proposition composée,
la composition étant obtenue a I’aide d’un opérateur agissant sur deux propositions
composantes. Nous n’avions pas alors précisé la nature des divers opérateurs qu’on
peut envisager. Aujourd’hui c’est a la nature des opérateurs que nous allons nous
intéresser avant d’examiner en quoi consistent les lois logiques.

1. Découverte des principaux opérateurs logiques.

Prenons une table de composition quelconque, par exemple la table I ci-dessous,
et examinons quel genre d’information elle nous apporte.

p q /A p q r p q r
1 1 1 1 1 1 | 1 1
1 0 0 1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 1 1 0 1 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1
table I table 11 table IIT

En prenant connaissance des diverses lignes de la table, nous voyons que :

e la proposition composée r est vraie (valeur 1), si les propositions composantes
p et g sont vraies simultanément (respectivement valeurs 1 et 1),

e dans les autres combinaisons, r est fausse (valeur 0).
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Donc r n’est vraie que quand p et g sont vraies & la fois. Ce « a la fois » nous
permet d’entrevoir la nature de 'opérateur en cause : il doit s’agir de la conjonction
grammaticale « et ». Vérifions-le sur un exemple.

Aujourd’hui c’est dimanche et il fait beau
y4 q

La proposition r, c’est-a-dire la proposition composée « p et g », n’est vraie que si
chacune des propositions composantes est vraie.

On donne a I"opération ainsi définie le nom de conjonction ou de produit logique.
Le premier de ces noms se justifie aisément : le « et », & n’en pas douter, conjoint.

Exercice : Examinez la table II ci-dessus. Découvrez quelle opération logique elle
définit. Donnez un exemple.

Réponse : 1 opérateur en ceuvre est le « ou » inclusif. L’opération se nomme dis-
onction ou somme logique.

Une notation trés usuelle pour désigner cet opérateur est le signe \/ qui évoque
I'initiale du « vel », « ou » inclusif du latin. Dans cette notation le « et » est indiqué
pAM G

Le terme de disjonction, nous avons déja eu ’occasion de le dire, rappelie qu’on
joint tout en distinguant.

Implication.

Abordons maintenant I’examen de la rable III ci-dessus. Nous constatons que
la composée r est fausse dans un seul cas : quand p étant vraie g est fausse. p et ¢
jouent donc des roles dissymétriques au sein de la composée r (non commutativité
de p et g). Par analogie avec ce que nous avons vu dans la logique des attributs,
nous sommes conduits & supposer que nous sommes en présence de Ia table de vérité
de Plimplication, donc de 1'opérateur « si ... alors ... ».

Ceest bien le cas. Mais il faut bien voir que ce «si ... alors ... » logique ne coin-
cide pas exactement avec le «si ... alors ... » du langage courant. En effet 1z compo-
sée logique

« si p alors q »

connote une situation logique dans laquelle I'expression composite en question
est vraie alors que p et g sont fausses. Par exemple I’expression :

« si New York est une planéte alors deux et deux font cing »
doit étre considérée comme vraie, ce qui, 2 premier abord peut choquer. En y réfié-
chissant on s’apercoit qu’il n’est pas « illogique » d’affirmer une proposition telle

que celle-ci, mais naturellement, on ne voit guére le role que peut jouer une telle
affirmation dans le discours courant.

(1) Ici, comme dans I’algébre des attributs, I’écriture dite polonaise consisterait 3 écrire Kpq
pour la conjonction, Apg pour la disjonction, etc...
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11 en va de méme pour les expressions dans lesquelles g est vraie alors que p est
fausse. La composée est vraie. Quand je dis : « s’il fait beau alors je sors », cette
proposition n’exclut pas le fait que je puisse aussi sortir s’il ne fait pas beau. La
composée demeure vraie quand la proposition antécédente est fausse. Les logiciens
disent a ce propos que le faux implique tout. On retrouve pourtant trace de cette
forme de logique un peu déroutante dans les expressions hypothétiques du langage
courant telles que : « si les poules avaient des dents alors je serais pape ».

Quoiqu’il en soit les symboles courants pour représenter 'opérateur « si...

alors ... » sont dissymétriques pour rappeler la non commutativité de I'opération
implication. Les principaux symboles utilisés sont
p=4q p=>49

expressions qui se lisent : « si p alors g ». Nous utiliserons la premiére de préférence.
On appelle antécédent la premiére proposition, conséquent la seconde.

Equivalence logique.

Une autre table de vérité trés importante est celle (établissez-la) définissant
une composée r qui n’est vraie que si p et ¢ ont méme valeur : simultanément 1 ou 0.
11 y a cette fois symétrie des roles de p et de g, autrement dit p et g s’équivalent.
On donne le nom d’équivalence a cette opération qu’on note d’une double fleche

ou de trois traits superposes.
<S> 2 =

Nous utiliserons la premiére, <>, de préférence.

Exemple :
proposition p : « Cette année est bissextile »
proposition g : « Cette année compte 366 jours ».

Ces deux propositions sont logiquement équivalentes, soit vraies toutes les
deux, soit fausses toutes les deux.

Récapitulation.

Récapitulons ce que nous venons de voir en nous plagant successivement dans
les trois registres : (1) logique des propositions, (2) langage courant, (3) parties
d’un ensemble :

¢V ‘ 2 v (3)
|
négation (71, ~, N) non complémentation ([;E, ——)
conjonction (A, K) et intersection (M)
disjonction (v, A) ou réunion (v)
implication (=, C) si... ‘alors... inclusion (<)
équivalence logique (<, E) si et seulement si égalité (identité) (=)

Note : Lexpression courante pour désigner ’équivalence (<) est : « si et seulement
si »,
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2. Calcul des propositions.

Disposant désormais d’une batterie de connecteurs et connaissant les tables
de vérité associées, nous sommes en mesure de fabriquer des propositions composées
plus ou moins compliquées a partir de propositions élémentaires p, g, r, etc et d’établir
pour ces propositions composées les tables de vérité correspondantes.

A cette occasion on peut étre conduit a composer des propositions composées
avec des propositions élémentaires ou avec d’autres propositions composées. Pour
distinguer les propositions composées intermédiaires, on utilise des parenthéses.
Ainsi I’écriture

(bA@ vr

indique qu’on fait la conjonction de p et g, ce qui donne la composée w, puis qu’on
associe w et r par le connecteur disjonctif V.

Exemple : Je viendrai samedi et dimanche prochain ou la semaine suivante.

Remarque : cet usage des parenthéses n’a pas de raison d’étre dans la notation
polonaise qui, pour exprimer (p A q) \ r, s’écrira : A Kpq r.

Exercice : Donnez un exemple de votre choix faisant intervenir trois propositions
et les connecteurs « non », « et », « ou ».

A titre d’exercices sur le calcul des propositions, nous allons examiner un certain
nombre de propositions composées obtenues a partir de deux propositions élémen-
taires, propositions composées qui présentent la particularité d’étre toujours vraies
ou d’étre roujours fausses.

Essayons d’appliquer le calcul des propositions & une proposition composée r
telle que celle-ci : « si (aujourd’hui c’est dimanche) et si (le Soleil luit), alors (aujour-
d’hui, c’est dimanche », sur le modele : « si (1) et si (2) alors (1) » ou encore mieux :
« si (p et g) alors p ». La parenthése indique qu’on commence par conjoindre les
propositions p, g, puis qu’on forme I'implication a partir de cette composée
intermédiaire.

Nous pouvons écrire :

(A =»p
r

Dressons la table de vérité de r en fonction des valeurs de vérité de p et de ¢
en utilisant les tables de vérité fondamentales données précédemment.

D q PAq D (pANg)=p
1 1 1 1 1
1 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 0 0 1
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Nous constatons, peut &tre avec quelque surprise, que la proposition composée r
est toujours vraie (rien que des 1), est vraie dans tous les cas, indépendamment des
valeurs respectives de p et ¢. En y réfléchissant, nous voyons que nous aurions pu
prévoir ce résultat.

Nous pouvons lui donner la forme d’un énoncé universel:

« Pour n’importe quel (p, q), si (p et g), alors p ».

Nous sommes en présence dune Jloi logique.

Exercices :

1° Opérez comme ci-dessus mais en utilisant cette fois la composée r” : (non
p ou g) oup (1)

Attention a la place des parenthéses : (non p ou g) n’est pas la méme chose
que non (p ou g).

Vous constatez que r’ est également toujours vraie. Trouvez un exemple.

20 De fagon générale, dire « si p alors g » est logiquement équivalent a ’expres-
sion « non p ou g ».

Démontrez-le a 'aide des tables de vérité. Vérifiez-le sur un exemple de votre
choix.

3¢ Démontrez de la méme fagon que ci-dessus, les lois logiques suivantes :

« Si p, alors p » (loi d’identité).

« Si p, alors g ou p » (loi de simplification pour I’addition logique).

« Si p implique ¢ et g implique r, alors p implique » » (loi du syllogisme hypo-
thétique) (2).

Autres lois logiques ne faisant intervenir qu’une proposition.

Examinons la matrice ci-dessous :

P 3 pVP PAD PAD
1 0 1 0 1
1 0 1 0 1
0 1 1 0 1
0 1 1 0 1

Nous avons deux colonnes qui ne contiennent que des 1, nous en déduisons :

pA p est toujours vraie (loi de contradiction)
p V; est toujours vraie (loi du tiers exclu).

(1) Que nous pouvons écrire : (71 p Vg Vp.
(2) Exercice difficile dont on trouvera le corrigé en fin de fiche.
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Exercices facultatifs.

10 Vérifiez par la méthode des tables de vérité que les propositions suivantes
sont vraies :
T@Ad<==CIp V(g
(v (IpA(CTg)

Quel est le correspondant de ces lois logiques dans le domaine des ensembles?

2° Formez la matrice (ou table des valeurs de vérité) de la proposition composée
@EADVEAD V@AY V(IPAD V(TPATTQ)

Pouvez-vous déduire du résultat trouvé que la chaine d’opérations envisagées
équivaut & une des opérations fondamentales étudiées précédemment.

Conclusion sur le calcul des propositions.

Aprés avoir vu les exemples précédents d’énoncés universels, la notion de loi
logique devient claire.

Les lois logiques permettent d’affirmer la vérité ou la fausseté de certaines
combinaisons de propositions sans que 1’on ait besoin de se soucier de la vérité des
propositions élémentaires entrant dans ces combinaisons.

C’est I’équivalent, au niveau de la pensée et du langage, de I'universalité du
théoréme de géométrie par exemple qui, tel le théoréme de Pythagore, permet d’affir-
mer d’un triangle que le carré de son hypoténuse est égal a la somme des carrés des
deux autres cOtés dés qu’on sait qu’il est rectangle et cela quel que soit le triangle
rectangle considéré.

Dans la pensée, les lois logiques constituent en quelque sorte les matériaux de
base des structures logiques. Celles-ci, comme le dit Albert Morf au terme d’une
étude sur V'apprentissage d’une structure logique concréte (inclusion), se manifestent
fonctionnellement par des inférences qui aboutissent & des conclusions certaines
sans le secours d’aucune constatation (in volume IX des Etudes d’épistémologie
génétique, P.U.F.).

Opérations. Logique. Raisonnement.

Au terme de I'apercu sommaire de la logique que nous venons de proposer
au lecteur, nous devons nous interroger sur la place que celle-ci occupe par rapport
aux opérations précédemment étudiées et le réle qu’elle joue dans le raisonnement.

Le probléme est vaste. Nous ne ferons que I’effleurer en nous fondant essentiel-
lement sur les travaux du psychologue de Genéve, J. Piaget (voir en particulier
son trés clair petit ouvrage : « La psychologie de Pintelligence », Colin, 1967).

Piaget estime que pour atteindre le fonctionnement réel de lintelligence, il faut
se placer dans la perspective de I’action elle-méme, source des opérations concrétes
qui se prolongent en actions intériorisées, c’est-a-dire en opérations de la pensée.

Dans cette perspective, les opérations logiques, telles que les opérations de con-
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jonction et de disjonction, par exemple, apparaissent comme la traduction au niveau
de la pensée formelle d’opérations qui pourraient étre réalisées matériellement dans
des opérations de classement d’objets. Quant 2 la logique, elle peut étre considérée
comme le systéme qui traduit au niveau de la pensée la cohérence qu’entretiennent
entre elles les opérations.

Pour éclairer sa thése, Piaget examine une affirmation courante telle que celle-ci :
« La pensée applique le principe de contradiction ». Non, dit Piaget, le principe de
contradiction se borne a interdire I’affirmation et la négation simultanée d’un carac-
tére donné : A est incompatible avec non-A. Mais pour le sujet réel, 'incompatibilité
entre un caractére A et un caractére B n’est pergue qu’a partir du moment ou B
s’avere étre non-A. Cest en exécutant les actions engendrant A et B qu’il constate
si elles sont compatibles ou non. Ainsi, dit Piaget, « Loin d’appliquer un principe,
les actions s’organisent selon les conditions internes de cohérence, et C’est la struc-
ture de cette organisation qui constitue le fait de la pensée réelle correspondant
a ce qu’on appelle, sur le plan axiomatique, le « principe de contradiction » (p. 38).

Pour Piaget, lois et régles logiques ne sont donc pas inscrites a priori dans Pintel-
ligence. Il a fallu aux hommes des millénaires pour les formuler et chaque enfant
les reconstruit pour lui-méme au fur et & mesure du développement de son intel-
ligence. Ce n’est guére que vers 11-12 ans, quand celle-ci atteint le stade hypothé-
tico-déductif, qu’il devient capable de raisonner en s’en remettant a la seule nécessité
logique.

Sur le plan pédagogique, ceci est capital. Avant ce stade, le raisonnement de
enfant suit ses propres voies et doit impérativement s’appuyer sur des références
concrétes. A 7-8 ans, par exemple, alors que I’enfant commence a maitriser les opé-
rations de classement, de sériation (ordre), de dénombrement, pour autant qu’il
s’agisse d’opérations concretes s’accompagnant de manipulations ou d’illustrations,
alors qu’il opére conformément a la logique parce que les opérations en cause struc-
turent logiquement I’action et les paroles qui I'accompagnent, il reste étranger aux
explications purement verbales de caractére général parce que, pour lui, les formes
pures, chéres a la logique, ne sont pas encore indépendantes de leurs contenus.

Quant a la fagon dont s’acquierent les structures logiques dont nous parlions
plus haut, elle est loin d’étre parfaitement élucidée. Morf, qui a travaillé dans ’équipe
de Piaget, estime que le maniement actif des schémes pré-opératoires de classification,
d’emboitement, etc, est nécessaire pour les rendre plus mobiles et plus stables 2 la fois
et pour les coordonner en un systéme permanent ayant le statut de structure.

Dans cette perspective, on pressent toute l'importance pour une pédagogie
efficace de s’astreindre 2 donner & I'enfant de 4 & 12-13 ans le maximum d’occasions
de s’exercer au maniement actif dont parle Morf. En matiére mathématique cela
implique que le maitre fasse peu usage des démonstrations et des explications verbales
et qu’il recoure au maximum aux jeux et exercices mathématiques. Ceux-ci, en effet,
donnent aux éléves 2 la fois une motivation (plaisir de jouer) et I’occasion d’exercer
librement leur activité organisatrice spontanée.

Jeux logiques.

Les considérations sur la logique des attributs s’éclaireront beaucoup si on
prend soin de jouer a des jeux logiques du genre de celui que nous décrivons ci-dessous
3 titre d’exemple. 11 fait appel a une boite de blocs a caractéristiques multiples mais
on peut facilement le transposer a d’autres matériels tels que cartes a jouer, jetons, etc.
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La boite dite de « blocs logiques » compte 48 éléments que I'on distingue les
uns des autres par des attributs de forme (triangle, rond, carré, rectangle), de couleur
(rouge, bleu, jaune), de taille (grand, non grand) et d’épaisseur (€épais, non épais).
Sur une représentation graphique on pourra utiliser un double trait pour les éléments
épais et indiquer la couleur par son initiale.

Un élément quelconque se trouve défini sans ambiguité dés qu’on le désigne
par I’ensemble des quatre attributs qui le caractérise, par exemple : « triangle, rouge,
non grand, non épais ».

Ces attributs peuvent étre composés entre eux, ce qui donne naissance a des
attributs composés, par exemple : « rouge ou grand ». A un tel attribut correspondent
plusieurs éléments qui constituent ’ensemble associé a cet attribut, ici le sous-ensemble
réunion de l’ensemble des rouges et de I’ensemble des grands.

Un des joueurs, que nous appellerons le banquier, choisit par la pensée — et
inscrit sur un papier — un attribut composé quelconque. Le jeu consiste pour les
autres joueurs a le découvrir en choisissant successivement des blocs dans la boite
et en demandant au banquier s’ils présentent ou non l’attribut & découvrir. Au fur
et 2 mesure les blocs correspondants sont répartis sur deux feuilles respectivement
marquées « oui » et « non ».

" BSH ECER S,
it~ o, e 5

« rouge ou triangle » « ni rouge ni triangle »

Fi1G. 95.

A un moment tel joueur estime avoir découvert I'attribut et donne sa réponse.
Si elle est juste, il marque 5 points, sinon il est pénalisé d’un point. Si, aprés qu’aient
été réparties 20 piéces, personne n’a trouvé, le banquier marque 10 points. Celui-ci
a donc avantage a choisir des attributs difficiles & deviner, tel I'attribut correspondant
a la différence symétrique (« soit triangle, soit grand », par exemple, qui exclut les
triangles grands), ou encore des attributs niés (non rouge, non carré, etc.).

Lorsqu’on joue & ce jeu, on constate que les joueurs redécouvrent la dualité
du « ou » et du « et » par passage a la négation (Lois de De Morgan).

Corrigé des fiches 1.13 et 1.14.

Fiche 1.13, derniére page : il y a 16 connecteurs logiques entre deux propositions
et seulement 16 parce qu’il y a 16 tables de vérité distinctes qu’on peut définir en
partant des 4 « couples de vérité » pour les propositions p et g composantes (les couples
1, D: (1, 0); (0, 1); (0, 0)), comme I'indique le tableau :

p gl|l 2 3 4 5 6 7 8[9 1011 12 13 14 15 16
{ 11 1 1 1 1 1 11,0000 0 0 0 0
1 gl 1 g WtheR R O 1M Se g D
R R e 00}1 I 1T e d
o oflt 01 01 010/10101010



Vous remarquez sur ce tableau les combinaisons propres a la disjonction, (2),
a Dimplication (5), a la conjonction (8), a ’équivalence (7). Chaque opérateur a sa
réplique négative dans la colonne qui lui est symétrique par rapport a la ligne médiane :
par exemple 1’incompatibilité (9) « pas a la fois p et g » est une « non-conjonction »,
I’alternative (10), notée \W, apparait comme une non-équivalence, (pour plus de détails
se reporter a I’ouvrage de R. Blanché, « Introduction a la logique contemporaine »,
Colin, 1968).

Fiche, 1.14 Exercices sur le calcul des propositions :

1° Il s’agit de montrer qu’on a, quelle que soit la valeur de vérité des propo-
sitions p, g, la proposition « (non p ou g) ou p » vraie; la table de vérité de celle-ci
ne doit donc faire apparaitre que des 1 comme vous le vérifiez :

Br » 0.2 grollp) g (Clpve vp
1 1 0 1 1
gits ng 0 0 1
0 1 1 1 1
0 40 1 1 1

2° On doit trouver, pour (p = g) et pour (71 p V g), les mémes valeurs de vérité :

p q g TN g p=>q
1 1 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 il 1 1
0 0 1 1 1

30 o Loi d’identité : « si p alors p »

p | p | p=p
¥ 159 1
0| 0 1

o Loi de simplification pour ’addition logique : « si p alors g ou p »

D q qVvp p=>(q VD)
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 1 1
0yl O 0 1
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e Loi du syllogisme hypothétique :
«si (p implique g et p implique r) alors (p implique r) », c’est-a-dire « si s alors # »

s t
p q roy p=q q=r p=9AN@=r) p=>r s =t
) i u
1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 0 0 1 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1

Vous remarquez que la table de vérité comporte cette fois 8 lignes.

Exercices facultatifs : nous donnons le corrigé du second :

(A V(IpAg V(T pATlg) encore désigné par r.

“1p “1q PAq 1PN q 1pATlq

~

A
1
0
0
0

COmm N
O M= O |Q
—_—-0 O
oO=O0Q
o= = N ]
e O

—_O O

On constate que r a les mémes valeurs de vérité que I'implication (p = q).

Errata - Cahier n° 3.

Malgré trois lectures sur épreuves, nous avons laissé échapper plusieurs
fautes dans le Cahier 3:
— p. 65, le sous-titre en gras a lire est 1.2, Transitivité.
— p. 67, dans ’encadré, a la deuxiéme ligne, au lieu de x = z, lire y = z.

— p. 99, figure 89, la légende de la troisieme figure, a droite n’est pas abd,
mais acd.

Comme toujours, les lecteurs avaient rectifié d’eux-mémes.
A tous, nos excuses cependant.

Si vous décelez quelque faute ou si certaine rédaction vous parait suspecte,
n’hésitez pas & nous écrire.
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fiche 115.

Algebre des circuits

Algebres de Boole

Aprés avoir vu successivement ’algebre des parties d’un ensemble, ['algébre
des attributs et des propositions, nous dirons quelques mots dans la présente fiche
sur algébre des circuits, avant de passer aux algébres de Boole qui font en quelque
sorte la synthése des précédentes.

Algébre des circuits.

Les circuits électroniques utilisés notamment dans les ordinateurs sont constitués
par des dispositifs permettant la transmission et la composition deux a deux de signaux
binaires, c’est-a-dire de signaux a deux niveaux. Ces signaux cheminent le long des
lignes du circuit. Tel signal peut subir, par I'intermédiaire d’un inverseur (a tube
Ou 2 fransistor) une inversion gui e fait choanger de nivean * par exempie it passe
de — 10 volts a 30 volts. Des signaux venant de diverses lignes du circuit peuvent
étre composés dans des « blocs logiques » qui comportent plusieurs lignes d’entrée
et une seule ligne de sortie.

Entrée 3:}_ Sortie

Fi1G. 96.

Ces interconnecteurs sont eux aussi constitués de diodes ou triodes disposés
de fagon a réaliser plusieurs types de composition. Par exemple un bloc logique compo-
sera deux signaux de niveau — 10 pour donner un signal de niveau 30.

Puisqu’on n’a affaire qu’a deux niveaux nous parlerons désormais de niveau 0
et de niveau 1.

Dés lors un bloc logique se caractérise par les niveaux qu’il débite quand il
regoit tel ou tel couple de niveaux, couples qui sont au nombre de 4 et que nous
connaissons bien.

On voit immédiatement 1’analogie avec le probléme des tables de vérité. Effec-
tivement les blocs logiques élémentaires, outre I'inverseur qui transforme 0 en 1 et
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1 en 0, sont le bloc « ET », qui conjoint les signaux, et le bloc « OU » qui les disjoint.
On les représente comme suit :

Enfree _D._ :D__ :D__ Sortie

Non EF Ou
Fi16. 97.

L’algebre des circuits indique comment on doit interconnecter ces divers blocs
logiques pour remplir les fonctions demandées a un ordinateur. On se sert pour cela
de logigrammes (représentation schématique des interconnections) et de tables ana-
logues aux tables de vérité.

Exercice 1 : Etablissez la table donnant les niveaux de sortie dans la ligne C en
fonction des niveaux d’entrée dans les lignes A et B.

A

s

l
!
Er Non ‘
i

Fi1G. 98.

Exercice 2 : On donne le logigramme ci-dessous. Complétez par des 0 ou des 1
les cases vides, sachant qu’on introduit en X un signal O et en Y un signal 1.

"L

al] Ob kal| (o

Om

o4

N[

Fia. 99.

Circuits électriques.

On retrouve le méme probléme avec les circuits électriques comportant des
dipoles entre les bornes desquels existe un contact A qui peut étre ouvert ou fermé.
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X ._._/A.__.y Ouvert

 JU) 58 .y Fermé

FiG. 100.

Si le contact est ouvert — on dit encore au repos — le courant ne passe pas.
La « fonction de structure » du circuit prend dans ce cas la valeur 0. Si le contact
est fermé — on dit encore au travail — le courant passe. La fonction de structure
prend alors la valeur 1.

Supposons qu’on place deux dipoles A et B en série, comme I'indique le schéma
ci-dessous. Le courant passe de P en Q si A et B sont simultanément fermés (analogie
avec la conjonction logique).

P 55— en série

FiGc. 101.

Supposons qu’on place deux dipoles C et D suivant un montage en paralléle.
Le courant passe de R en S, si C est fermé ou si D est fermé (analogie avec la

disjonction logique).
B—E;//c:——"‘ en paralléle
(]

Fic. 102,

Bibliographie : On trouvera de nombreux exercices sur les circuits logiques dans
I’ouvrage traduit de ’américain de Hoernes et Heilweil : « Introduction a algébre de
de Boole et aux dispositifs logiques », Dunod, 1968.

2. Algébres de Boole.

L’étude de I’algebre des parties d’un ensemble, de 1’algébre des attributs ou des
propositions, de l’algébre des circuits électriques a mis en évidence une parenté
certaine entre ces algébres. Mieux qu’une parenté, une profonde ressemblance entre
les maniéres de calculer, les algébres, non entre les « objets » sur lesquels on calcule.

Attachons-nous un moment a souligner ces ressemblances :

1° Dans les trois cas, nous opérons dans un ensemble :

— celui des parties d’'un ensemble fini E;

— celui des attributs ou celui des propositions (en admettant, en premiére analyse,
I’existence de tels ensembles);

— celui des circuits électriques (au sujet duquel nous faisons la méme remarque
prudente).

2° Nous disposons, dans chaque cas, de deux opérations :
— Dintersection (notée M), la réunion (notée ) dans T(E);
— la conjonction (A), la disjonction (V);

— les opérations « OU », « ET » dans les circuits.
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30 Les deux opérations sont commutatives (par exemple, dans J(E),
X X=X A RG-280Y =Yg X)s

40 Pour chaque opération, dans chaque ensemble, il existe un élément neutre;
par exemple :

— dans T(E), pour toute partie X, XN E = X, X U g = X la partie pleine E
est neutre pour lintersection, la partie vide est neutre pour la réunion;

— avec les propositions, une tautologie (proposition toujours vraie) est neutre
pour la conjonction (p A t équivaut a p), une antilogie (proposition toujours fausse)
est neutre pour la disjonction (p V a équivaut a p).

5° Chaque opération est distributive sur I'autre; exemples :
— Dintersection sur la réunion, la réunion sur lintersection;
— la conjonction sur la disjonction, la disjonction sur la conjonction.

6° Enfin, dans chaque ensemble, les éléments sont associés par paires, I'un
quelconque des éléments de la paire étant dit le complémentaire ou le conjugué
de l'autre; exemples :

— dans §(E), une partie X et son complémentaire X qui vérifient X N X=g .
XUX=E;

— dans les propositions, les paires {p, ] p} telles que p A (71 p) est une antilogie,
pV (71 p) une tautologie.

Cette profonde ressemblance s’exprime en disant que les deux opérations munis-
sent ces ensembles d’une méme structure dite structure d’une algébre de Boole, du
nom d’un célébre logicien anglais (1815-1864) dont I'ouvrage, « une analyse des lois
de la pensée » est a 'origine du développement de la logique contemporaine.

Un pas de plus dans I’abstraction est alors facile : dans un ensemble B quel-
conque (dont on va voir qu’il doit avoir au moins deux éléments distincts) on définit
deux opérations notées L et T, commutatives et distributives 1'une sur l'autre;
il existe dans B, un élément e neutre pour L et un élément f 7 e, neutre pour T :
pour tout x de B x L e = x, x L f = x; enfin les éléments de B vont par paires,
x et son conjugué x’ vérifiant

x. L xl =fexilay——¢

L’ensemble B muni de ces opérations L. et T posséde une structure d’algébre
de Boole dont les exemples cités en commengant sont des représentations moins
abstraites.

11 existera autant d’algébres, de Boole que d’ensembles B dans lesquels deux opé-
rations ayant les propriétés de L et T auront pu étre définies. De 1a le pluriel indis-
pensable : les algébres de Boole. En voici pour finir un exemple simple :

B, = {0, 1}; opérations L et T; 1 neutre pour L, 0 neutre pour T; 0 et 1 sont
conjugués, ce quexprime 0 L 1=0,0T1=1.

Exercices : 1. Etablissez « le dictionnaire en trois langues » pour les trois algébres :
(F(B), N, L), (propositions, A, V), Bo, L, T).
2. Dans chacune de ces algébres vérifiez la dualité (par passage aux « conju-

gués ») des deux opérations, ce qu’exprime la formule (0 L 1)’ = (0’ T 1’) en désignant
par 0’ le conjugué de 1, ...
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Bibliographie : On trouve un apercu historique et une présentation plus générale
des algebres de Boole dans 1'émission portant ce titre (Chantiers Mathématiques,
Radio Télévision Scolaire, fascicule pour I'information des maitres). On peut aussi
consulter « L’Algébre de Boole » par G. Casanova (PUF, Que sais-je? n° 1216).

Premiéres conclusions sur ensembles, classes, relations.

Ensembles, classes, relations, opérations ont marqué depuis la fiche 1.1 divers
moments de notre exploration du domaine que nous avons appelé pour faite court
la « mathématique de base ».

En différentes occasions nous avons noté combien étaient étroits les liens entre
cette mathématique et les « problémes concrets » que se pose sans cesse I'esprit en
mouvement.

Piaget — auquel nous nous référons souvent car son apport indirect a la péda-
gogie de la mathématique est capital — fait 'inventaire de ces problémes du quotidien.
« Quest-ce? Est-ce plus ou moins? Ou? Quand? Pour quelle raison? Dans quel but?
Combien?, etc », et il ajoute que chacune de ces questions est nécessairement fonction
d’un « groupement » ou d’un « groupe » préalables.

Si nous suivons Piaget dans cette voie, nous sommes conduits & examiner avec
lui ces « groupements ». Le moment est sans doute venu de le faire car nous y trou-
verons l’occasion :

— de procéder a une synthése de I'acquis des fiches précédentes,

— de jeter un certain nombre de ponts entre cet acquis et les domaines connexes,

— de préparer le terrain pour une nouvelle phase de nos explorations : les
groupes en algebre.

En fait, Piaget considére divers systémes de « groupements », et notamment
le systéme qui, dansles premiéres années de I’enfance, conduit & la construction
de I'objet comme tel, c’est-a-dire de l'objet se distinguant de son environnement
et demeurant invariant dans le temps et dans l’espace.

Mais nous nous intéresserons plus particuliérement ici a un autre systéme étudié
par Piaget, celui des « opérations dites logiques ».

Par 13, Piaget désigne les opérations qui, partant des éléments individuels consi-
dérés comme invariants, se bornent a les classer et a les sérier.

A cet égard, on peut distinguer :

a) L’emboitement hiérarchique des classes qui consiste a mettre dans une méme
classe des objets considérés comme équivalents en opérant par choix dichotomique
(oui, non), puis a subdiviser chaque classe en classes plus fines.

Sur la figure, les éléments de la classe A sont répartis entre les deux classes A;
et A, complémentaire de A, dans A; les éléments de A; sont répartis a leur tour

entre A, et A, complémentaire de A, dans A;.
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Exercice : Donnez un exemple de votre choix d’un tel emboitement.

Vous avez sans doute remarqué qu’il porte en lui le syllogisme classique. Appli-
quez le raisonnement syllogistique & 1’exemple que vous venez de trouver.

b) La substitution qui consiste 2 remplacer un élément par un autre élément de
la méme classe qui lui est donc équivalent sous I'angle ou I'on se place.

¢) La sériation qui consiste & ordonner les éléments en tenant compte de leurs
différences (relations antisymétriques).

d) La « multiplication des classes » qui se présente quand on croise plusieurs
modes de classements (tableau 2 double entrée), ce qui revient a envisager simulta-
nément (« multiplier ») plusieurs points de vue.

e) La « filiation généalogique » qui classe les éléments suivant un mode d’enchai-
nement du type « liens de parenté » d’ol peuvent naitre des ordres partiels ou des
classes d’équivalence.

o X

[[] Jax oCHER )

arbre généalogique point de vue des classes point de vue des relations

FiG. 105.

Au terme de cette énumération, on ne peut manquer de remarquer que ces
diverses opérations logiques ont constitué dans une large mesure la matiére premiére
de nos Cahiers 1 et 2, et ceci explique, a posteriori, pourquoi nous avons adopté
un tel ordre d’exposition.

Désormais le terrain est déblayé pour que nous abordions dans de bonnes condi-
tions ce qui faisait jusqu’ici I’essentiel de I’enseignement des mathématiques dans
le Primaire, A savoir les nombres naturels et I’arithmétique.

En effet, comme nous le verrons dés la prochaine ficke, le nombre, étre abstrait
mais familier, se constitue comme une sorte de synthése entre classes emboitées
et éléments d’une série ordonnée. L’étude des classes, liées aux ensembles, et celle
des relations, constituent donc une nécessaire introduction a I’étude du nombre.

Bibliographie : Sur les idées qui viennent d’étre exposées on pourra se référer

aux travaux de J. Piaget, dont un excellent résumé a été publié récemment dans la
collection U, (Colin), sous le titre : « La psychologie de Iintelligence. »

Jeux logiques.

Pour terminer la présente fiche, nous allons proposer quelques jeux logiques,
10 Jeu des inférences (d’aprés Grize et Matalon : « Introduction a une étude
expérimentale du raisonnement naturel » dans « Etudes d’Epistémologie génétique,

n® XVI,"P.U.F.).
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On pose ci-dessous des questions auxquelles vous devez répondre par « oui »,
« non », « je ne sais pas » :

A. Cadet :

a) Pierre est le cadet de sa famille. Ses parents ont-ils plusieurs enfants?
b) Les parents d’Alice ont plusieurs enfants? Alice est-clle la cadette?
¢) Les parents d’Alice ont deux enfants. Est-elle la cadette?

B. Mammifére :

a) Un vertébré est-il un mammifére?
b) Un mammifére est-il un vertébré?

¢) En feuilletant un traité de zoologie, je tombe sur la photo d'un animal.
Est-ce un mammifére?

d) Est-ce un vertébré?
e) La légende indique que c’est un vertébré, Est-ce un mammifére?

C. Nombre premier :

a) Un nombre premier est-il impair?

b) Je pense a un nombre choisi au hasard. Est-il premier?

¢) Ce nombre est impair. Est-il premier?

d) De plus il n’est pas divisible par 3. Est-il premier?

e) Il est impair, non divisible par 3 et non divisible par 47. Est-il premier?
f) 11 n’est divisible par aucun nombre jusqu’a 47. Est-il premier?

D. Horloger :

Dans une fabrique d’horlogerie, on a constaté que toutes les montres fabriquées
un certain lundi sont défectueuses. Les autres jours de cette semaine, la production
est normale,

a) On prend une montre fabriquée cette semaine-1a. A-t-elle été fabriquée le
Iundi?

b) Cette montre est-elle défectueuse?

¢) On prend une montre du lundi. Est-elle défectueuse?

d) On prend une montre du mercredi. Est-elle défectueuse?

¢) Une montre est défectueuse. A-t-elle été fabriquée le lundi?

f) A-t-elle été fabriquée le mardi?

20 Jeu du syllogisme (d’aprés Venn, cité par R. Blanché; « Introduction a la logique
contemporaine », Colin).

Dans le nombreux personnel d’une grande librairie, trois employés ont les
attributions suivantes : Jean s’occupe de livres politiques anglais et des romans
étrangers reliés, Pierre des livres politiques reliés et des romans anglais excepté ceux
qui sont politiques, Henri des livres anglais reliés et des romans politiques non reliés.
On demande de déterminer exactement quels livres sont de la compétence de deux
des employés, et lesquels sont de la compétence des trois.
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Recommandation :

Pour les lecteurs qui auraient rencontré des difficultés a faire les fiches du présent
Cahier, il est recommandé de reprendre a zéro toute la série depuis la fiche I avant
d’entreprendre 1’étude des nombres qui commence dans la prochaine fiche.

Les lecteurs qui auront le courage de procéder ainsi verront combien certaines
choses qui avaient paru obscures ou difficiles lors d’un premier contact s’éclairent
quand on les étudie une seconde fois.

Corrigé des exercices de la fiche 1.15.

Exercices sur les circuits :

10

AU OB
1 1
1 0
0 1
0 0

— et O

20g=X=0
=Y =1
c=d =1
e=f=0
k=X=0
I=Y =1
m=n=0
Z=0

« Jeu du syllogisme » : 11 s’agit d’attribuer les livres aux employés, J (Jean), P
(Pierre), H (Henri). Les livres constituent un ensemble d’objets caractérisés par
quatre paires d’attributs : politiques, non politiques; reliés, non reliés; anglais,
non anglais; romans, non romans. Soit seize éventualités qui apparaissent soit dans
un « tableau dichotomique », soit dans un diagramme de Venn ou de Carroll.

‘ politiques non politiques
\ reliés non reliés reliés non reliés
Livres
’ anglais|[non an.| anglais|jnon an.|| anglais |[non an.| anglais|jnon an.
Employés |ro|Tro|lro| T1rolro| T1ro|jro | "1 ro|lro| T1ro|iro| T1rofro| 1rojiro|~1ro
Pt T oulis b ety e 2o e o raling e ool ast . dnstastiaiosiio s o
s vimac wids Likpdealifd 1els 4 1
B owicremsan Ity Laghslispal 1 1
Heizmt a6l 4 1 il 1 1 k| 54
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On peut également faire un diagramme de Venn ou un diagramme de Carroll.

LiVRES
FiG. 105.
non relies
Ho[yH P
J
an qlais
J
J P H
H
Jp P
relie's H H
J P J
P

olifiques non poliFiques
perg poieg
FiG. 106.

Extraits du rapport Parent, « les problémes de I'enseignement au
Québec ».

Une pédagogie nouvelle est née en mathématiques. Alors que I’enseignement
traditionnel développait « I’habileté technique a effectuer des opérations, mais sans
expliquer le fondement de ces opérations, ...aujourd’hui on cherche a faire comprendre
a I’enfant ce qu’il fait, pourquoi il le fait, on lui laisse le temps et le loisir de réfléchir,
de se servir de sa logique, d’inventer et de choisir des solutions personnelles ». L’esprit
de I’école nouvelle a remplacé le dogmatisme dans ’enseignement moderne des
mathématiques.

Quelque difficile que soit la tache, le Québec doit procéder a un rajeunissement
de son enseignement des mathématiques. Sans oublier que « la modernisation de
I’enseignement des mathématiques est une opération délicate et ne saurait étre baclée
de fagon superficielle », il faut néanmoins « que, aprés expérimentation dans certaines
écoles pilotes, une initiation aux rudiments de la mathématique des ensembles soit
donnée dés la premiere année du cours élémentaire,... une initiation a la logique
mathématique dés la quatriéme année du cours élémentaire,... et une initiation,
durant le cours secondaire, au calcul des probabilités, aux méthodes statistiques,
a I'algebre linéaire et au calcul différentiel et intégral ». Ici encore, le succés de ces
efforts de renouvellement dépendra en grande partie des recherches sur les méthodes
d’enseignement des mathématiques a tous les niveaux.
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fiche 116.

La genése du nombre
chez l'enfant :

nombre cardinal et nombre ordinal

Aprés la patiente marche d’approche réalisée au cours des quinze premieres
fiches de la présente série, nous sommes enfin 8 méme de prendre contact avec un
ensemble d’une richesse exceptionnelle qui joue un role essentiel dans la formation
de Dintelligence de I’enfant dans l’enseignement primaire : l’ensemble des entiers
naturels que nous appellerons désormais, plus simplement, les naturels :

N={0,1,23...,n ..}

Certes nous avons déja utilisé cet ensemble en bien des occasions, y puisant
des exemples et des illustrations. Mais a présent nous allons en faire le sujet principal
de notre étude.

Si nous I’abordons si tardivement c’est parce que les travaux d’épistémologie
génétique du Pr J. Piaget et de ses collaborateurs (1) montrent que la notion de nombre
est une notion complexe que I’enfant n’acquieére que progressivement au cours des
ans et dont la construction se fait en étroite coordination avec celle des notions de
classe d’équivalence et de relation d’ordre.

"1l nous a semblé de bonne pédagogie d’adopter dans nos fiches une démarche
comparable.

Les trois stades de I’acquisition du nombre.

Commengons par décrire succinctement quelques uns des travaux de Piaget
relatifs au nombre, puisque, aussi bien, en plus des renseignements précieux qu’ils
apportent sur le plan de la théorie pédagogique, ils fournissent des exemples de jeux
qui peuvent facilement étre adaptés par les maitres dans les premiéres années de
’enseignement primaire et par les parents quand ils jouent avec leurs jeunes enfants.

(1) Branche de la science qui étudie la maniére dont se développent et se coordonnent les
mécanismes de lintelligence chez I’enfant, de sa naissance & son adolescence.

— 129 —



Le compte rendu des expériences dont nous ferons état figure dans I'ouvrage
« classique » de J. Piaget et A. Szeminska intitulé La genése du nombre chez I’enfant
(Delachaux et Niestlé). On pourra également se reporter au fascicule XI des Efudes
d’épistémologie génétique (P.U.F.) consacré aux « Problémes de la construction
du nombre ».

Les expériences ont porté sur des enfants dont les adges s’échelonnaient de 4 a
7 ans environ.

1.1. Correspondance terme a terme.

Un premier jeu se fait avec des perles de couleurs différentes qui peuvent étre
¢étalées sur une table, réunies en colliers de longueurs différentes ou placées dans
des bocaux cylindriques plus ou moins larges.

On fait faire & I’enfant avec ces perles des correspondances terme a terme. Par
exemple on lui demande de placer des perles dans deux bocaux, chaque main mettant
en méme temps une perle dans le bocal correspondant.

Un des bocaux étant plus mince que I’autre, la colonne de perles y monte plus
haut,

Quand on demande aux trés jeunes enfants si les deux colliers qu’on va faire
avec les perles de chacun des bocaux seront de la méme longueur, ils répondent
que non. Autrement dit, dans ce premier stade (jusqu’a environ 5 ans), il n’y a pas
pour ’enfant conservation des quantités discontinues : celles-ci sont évaluées en
fonction des rapports perceptifs non coordonnés entre eux : on a affaire a des « quan-
tités brutes ».

Avec les enfants un peu plus 4gés (5 an et demi), la notion de quantité commence
a s’affirmer, en ce sens que les enfants de cet dge ressentent davantage le conflit
entre les deux évidences contradictoires auxquelles ils sont confrontés : méme « nom-
bre » de perles a en croire le procédé de remplissage des bocaux (autant dans. I'un
que dans l’autre), quantités différentes & en croire la différence des hauteurs dans
les bocaux.

Un peu plus tard (troisiéme stade) cette contradiction est résolue. L’évidence
de I’égalité résultant de la mise en correspondance un-un I’emporte sur la perception
de la différence de hauteur des colonnes, et cela parce que les enfants remarquent
que les bocaux ne sont pas pareils. Tel enfant, par exemple, explique I’effet de la
plus grande largeur en disant : « Ce verre-1a est plus large, il va davantage de perles
sur les coOtés, alors ¢ga monte moins vite ».

Au cours de ce troisiéme stade, I’enfant est capable de coordonner les différences
de hauteur et les différences de largeur en une « multiplication logique » (points
de vue multiples simultanés).

On le vérifie d’une autre fagon en constituant deux rangs de perles paraliéles
¢galement espacées ayant méme longueur, puis en espagant les perles de la premiére
rangée.

Quand on demande aux enfants des deux premiers stades s’il y a « la méme chose »
de perles dans les deux rangées, ils répondent « non », alors que ceux du stade 3,
se libérant de la perception brute, répondent « oui ». C’est qu’ils tiennent compte,
toujours par multiplication logique, de ce que les différences d’espacement se réper-
cutent sur la longueur totale et qu’il faut corriger cette longueur en conséquence.

Ainsi, ces expériences montrent que « si la correspondance terme a terme apparait
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bien comme 'instrument employé par I’esprit pour décomposer les totalités & comparer
entre elles, elle ne suffit pas sous sa ou ses formes originelles, a conférer aux collections
correspondantes I’équivalence proprement dite, c’est-a-dire la méme « puissance »
ou valeur cardinale congue a titre de constante issue de la correspondance comme
telle » (Piaget, op. cité, p. 50).

D’autres expériences apportent une confirmation a cette interprétation.

Cette fois on présente successivement a I’enfant (qui dispose d’une réserve
de jetons) des figures ou se trouvent des jetons et on lui demande d’en donner autant
(« méme chose ») qu’il s’en trouve sur telle ou telle figure. On utilise pour cela cinq sor-
tes de figures :

— des formes « mal structurées » sur lesquels les jetons sont disposés sans ordre,
— des alignements,

— des dispositions en configurations fermées non géométriques du type collier,
— des dispositions en configurations géométriques : losange, ...

Dans cet exercice on décéle les mémes stades que précédemment.

Les plus jeunes enfants se contentent de reproduire approximativement avec
leurs propres jetons la disposition de la « configuration-modéle » sans se soucier du
nombre exact de jetons ainsi placés.

On assiste au second stade a une meilleure reproduction des configurations-
modéles, mais toujours par comparaison perceptive globale. En effet, si on altére
la configuration des collections de jetons obtenues. ’enfant conteste la persistance de
la quantité de jetons. Certes la correspondance terme a terme est plus systématique
mais son résultat n’est pas considéré comme indépendant de la figure dont part I’enfant.

Au troisiéme stade, par contre, la quantité s’affranchit de la configuration.

On doit donc bien se rendre compte, comme le souligne Piaget, que I’enfant
a qui 'on demande de donner « autant » de jetons qu’il y en a dans une certaine
collection n’est nullement préparé par le développement antérieur de son intelligence
a considérer cette collection comme une réunion d’unités, soit 1 4+ 1 +1 4 ...,
ce qui signifierait la possession de la notion générale de nombre entier.

Un premier progrés est accompli au cours du deuxieme stade : ’enfant juge
alors normal de retrouver le « nombre » dont il est parti, si aprés avoir modifié une
premiére fois la configuration originale on revient a elle. C’est 'amorce d’un pro-
cessus de pensée réversible qui s’épanouit au troisiéme stade et qui permet alors
a I’enfant de comprendre que les altérations de figure ne modifient pas un certain
« quelque chose » qu’on peut appeler « l’autant ».

La correspondance terme a terme cesse dés lors d’étre qualitative et devient
en guelque sorte quantitative, numérique, et par 1a méme les éléments de la collection
sont congus comme équivalents au point de vue de la quantité, chacun d’entre eux
comptant pour une unité, les caractéres différentiels qui les opposaient les uns aux
autres étant remplacés par la seule différence compatible avec leur équivalence,
leur position relative dans ’ordre de mise en correspondance. Cet ordre en aucun
cas ne saurait étre aboli, car il faut bien opérer dans un certain ordre, d’ailleurs
quelconque, les correspondances terme a terme, qui sont faites les unes apres les autres.

. En résumé, pour qu’ils deviennent nombres les termes d’une collection doivent
étre considérés a la fois comme équivalents entre eux — et en cela ils participent de
la classe — et différents les uns des autres — et en cela ils participent de la relation
antisymétrique d’ordre.
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1.2. Synthése de la cardinalité et de lordinalité.

Cardinalité et ordinalité sont donc intimement liées. D’autres expériences éclairent
la nature de ce lien.

On utilise pour faire faire ces expériences aux enfants des pi¢ces d’égale grandeur
d’un jeu de construction qui peuvent s’assembler les unes aux autres pour donner
des batons d’autant plus longs qu’ils comptent davantage d’éléments. On forme
une série de tels batons, depuis un élément jusqu’a dix, et on demande aux enfants
de les ranger par rang de taille « comme des escaliers ».

Ce type de matériel met bien en correspondance le rang du baton dans le clas-
sement et le nombre cardinal de I’ensemble d’éléments qu’il comporte.

Les enfants opérent le rangement par tailles croissantes plus ou moins correc-
tement suivant leur dge. Les trés jeunes enfants arrivent & ordonner correctement
trois batons qu’ils prennent au hasard mais ensuite ils ont du mal a placer les batons
restants ot ils devraient étre. Ce n’est qu’au troisiéme stade qu’ils y arrivent sans peine
et sans erreur parce qu’alors I’enfant sait qu’un nouveau baton a introduire dans une
rangée amorcée doit I'étre & une place telle que tous les batons qui le précedent
soient plus petits et tous les batons qui le suivent plus grands. Il faut pour cela qu’il
puisse considérer simultanément les deux relations inverses. D’ailleurs a ce stade
I’enfant dispose de la mobilité d’esprit suffisante pour changer de point de vue et
considérer simultanément le rang du baton et son cardinal, ce qui lui permet de
les mettre en correspondance et de s’appuyer dans sa démarche tant6t sur I'un tantot
sur l'autre. Tel enfant par exemple, qui met en ordre sans difficulté les batons et
a qui 'on demande comment il fait répond : « Je sais comment vont les chiffres ».

De ces expériences et d’autres qu’il serait trop long de relater ici on peut déduire
qu'au premier stade il n’existe pas encore de coordination entre le processus de
nature cardinale et celui de nature ordinale, que celle-ci s’amorce au second stade
et se consolide au troisiéme.

C’est alors, et alors seulement, que le nombre devient pour 1’enfant cet étre
abstrait & la fois cardinal et ordinal.

L’ensemble numérique.

En méme temps que I’enfant construit la notion de nombre par la mise en corres-
pondance des éléments des collection — c’est-a-dire d’ensembles — a comparer,
il construit par 13 méme un ensemble constitué d’éléments abstraits. Ce nouvel
ensemble — appelé ensemble des naturels — peut étre prolongé aussi loin qu’on veut.

C’est lui que nous allons étudier désormais en examinant successivement
les procédés de numération, c’est-a-dire les procédés employés pour désigner et pour
représenter les nombres, et les opérations sur les nombres.

Avant de le faire toutefois, nous devons insister sur la notion de cardinal d’un
ensemble.

2.1. Cardinal d’un ensemble (1).

Définition : On dit qu’il y a autant d’éléments dans 'ensemble A que dans I'’ensem-
ble B, si & chaque élément de A on peut associer un élément et unseul de B (autrement
dit : il existe une bijection de A sur B). On dit que A et B ont méme cardinal.

(1) Cardinal : du latin « cardo » (gond), d’aprés Littré.
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Plus précisément :

« zéro » est le cardinal de I’ensemble qui correspond terme a terme avec @ ={ }

('ensemble vide),

« un » avec {e} (singleton),
« deux » avec {ee} (une paire),

« trois » avec {ees},
et ainsi de suite.

Notation : le cardinal de I’ensemble A se note :
card A, |A| parfois (Papy) #. Nous emploierons la premiére de préférence.

Exercices :

1. Trouver des exemples ou 1’on utilise la « correspondance terme-a-terme »;
du genre : vis-écrou; les deux parties d’'un bouton-pression; boite-couvercle, etc.

2. Soit dans I’ensemble des lettres de 'alphabet le sous-ensemble A des lettres

du mot « ami »

A={a i, m}, card A=3

et le sous-ensemble B des lettres du mot « tomate »

B={a, e, mo,t}, card B=S5

Trouvez le cardinal de AN B, de A UB.

3.
A A
.
B -
L) A B
B ~ = AuB
Card E = transcrivez le diagramme de Carroll ci-
Card A = contre sur le diagramme de Venn.
Card B =
Card (AU B) =
Card (AN B) =

FiGc. 107

4. Cardinal de I'ensemble des parties d’un ensemble :
Soit les ensembles &, A, B, C, etc. Rappelons qu’il ne faut pas confondre I’en-
semble vide noté @ = { } et 'ensemble { &}, singleton dont le seul élément est .

1] ,card @ =0; 9(2) = {2} , card §(2) =1;

A={a} ,card A
B = {a, b}, card B

1; ) = {2, {a}} g card $LA) = 2;
2; §B) = {2, {a}, {b}, {a, b}}, card F(B) = 4.

*Si card C = 3, a quoi est égal card T(C) =

11 est donc naturel de penser que si card E = n alors card J(E) = 2".
Nous ne démontrerons toutefois pas ce résultat. 2" se lit : « 2 puissance #n ».
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5. Complétez les dessins.

L2 L .@ 3
.,\_ -y E, [E}‘-"\D

d
R

Card A? Card E=4
Card D? Card F=3
Card C? Card H?
Card B=5 Card G =6
Card J?
Fic. 108.

6. a) Vérifiez sur des exemples de votre choix qu’on a

card (A UB) =card A + card B—card (AN B)

Remarquez qu’on retranche card (A N B) pour « éviter les doubles comptes ».

b) Prenez un exemple ou les ensembles de base sont disjoints. Formez card
(A U B) dans ce cas.

Coup d’eil récapitulatif sur le présent Cahier.

Le présent Cahier aura sans doute dérouté certains de nos compagnons de route
en raison du déséquilibre de son contenu : peu d’information mathématique, beaucoup
de considérations sur des domaines connexes.

Ce déséquilibre est voulu. Il vise & montrer que la mathématique n’est pas seu-
lement la discipline chérie des mathématiciens, bourrée de formules jusqu’a la gueule,
mais qu’elle est au cceur méme de la connaissance, puisqu’on la rencontre aussi bien
au niveau de la logique, soubassement du raisonnement, qu’au niveau des applications
les plus pratiques telles que les ordinateurs.

En présentant ces considérations nous avons d’autre part espéré apporter un
début de réponse a la question que se pose tout adulte abordant la mathématique
moderne et qu’il formule souvent comme suit : «mais ou tout cela nous conduira-t-il 2»

Nous pouvons maintenant dire qu’en faisant de la « mathématique de base »,
il ne s’agit pas tellement d’aller quelque part. Il s’agit bien davantage, pour I’adulte,
de compléter, ou de consolider, ou d’éclairer sous un jour neuf, la batterie de concepts
fondamentaux en ceuvre dans la pensée en général et dans la pensée scientifique
en particulier. Il s’agit d’apprendre a mieux voir comment ces concepts se coor-
donnent entre eux pour former un tout simple et harmonieux. Il s’agit, par la pratique
des changements de points de vue et des changements de niveaux d’abstraction,
de permettre a D’intelligence conceptuelle de gagner en mobilité, et par conséquent
en efficacité opératoire.

La seconde question qui nous est également souvent posée concerne cette fois
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les enfants : « Pourquoi — nous demande-t-on — vouloir introduire cette conception
moderne de la mathématique dans I’enseignement primaire? »

Ici encore les développement exposés tout au long de nos fiches apportent un
début de réponse.

La mathématique qui s’exerce sur les ensembles, sur les relations, qui découvre
et définit les classes, qui développe le point de vue des opérations participe direc-
tement au développement de I'intelligence de ’enfant. Celui-ci exige en effet que I'enfant
construise les concepts correspondants et les intégre en un tout cohérent.

Dans I’enseignement traditionnel, on laissait & I’étude de la langue maternelle
et a la pratique du calcul le soin d’aider I’éléve dans cette entreprise. Mais les maitres
savent bien que la langue, par sa complexité, par le foisonnement des exceptions
qu’elle comporte, par son imprécision fréquente, offre un terrain d’entrainement
a la fois obligatoire et parsemé d’obstacles. Quant au calcul, employé seul, il hyper-
trophie le réle du nombre qu’il introduit trop précocement et, s’intéressant par trop
exclusivement a cet arbre, méconnait les beautés et les richesses de la forét
mathématique (*).

Par contre la mathématique dans sa conception moderne dispose sous les pas
de I'enfant un terrain propice a Ientrainement du raisonnement. Car elle lui donne
P’occasion d’affronter des situations suffisamment simples pour qu’il puisse les « mani-
puler » et éventuellement les maitriser, suffisamment compliquées pour que son
appétit de « victoires & remporter » soit aiguisé. La mathématique est la « discipline
d’éveil » par excellence. Discipline, elle ’est par la rigueur a laquelle elle invite et
par la précision de son langage, d’éveil elle peut I’étre, a condition qu’on donne
a I'enfant la possibilit¢é de marcher a son rythme, sans bousculade ni gavage, la
liberté d’inventer d’autres jeux que ceux qu’on Iui propose, la possibilité de s’engager
dans telle ou telle voie... Les discussions libres d’enfants auxquels la mathématique
a été proposée sous la forme active qui vient d’étre esquissée — discussions que
nous avons enregistrées — ne laissent aucun doute sur la capacité d’éveil que porte
en elle une telle mathématique.

Corrigé des fiches 9, 10 et 11

Avertissement

On trouvera ci-dessous le corrigé, quelque peu développé cette fois, des exercices
proposés dans les fiches 9, 10 et 11.

Le nombre de nos lecteurs travaillant seuls ayant beaucoup augmenté il nous
est en effet apparu indispensable d’aider au maximum ceux d’entre eux qui n’ont
pas la possibilité de recourir & un moniteur quand ils sont en difficulté. De fagon

(*) « Il n’est pas de ’essence de la mathématique de s’occuper des idées de nombre et de
quantité », écrivait Boole, bien aprés Leibniz qui disait déja : « La Mathématique universelle
est, pour ainsi dire, la Logique de I'imagination, ... et doit traiter de tout ce qui, dans le domaine
de l'imagination est susceptible de détermination exacte » (cité par Bourbaki).
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générale nous conseillons vivement au lecteur qui aurait difficilement compris les
fiches sur les relations de reprendre leur étude de A a Z en contrdlant au fur et a
mesure les exercices a 'aide du présent corrigé. L’expérience indique en effet que
la « mathématisation » des relations est souvent malaisée pour les personnes qui
ne sont pas habituées a la formalisation. Une seconde lecture, de toute fagon, est
toujours trés profitable...

Fiche 1.9.

p. 64. Ensemble E = {0, 4, 14, 25}, relation « est inférieur ou égal a ». Le
graphe de cette relation s’écrit :

G ={(0,0), (0, 4), (0, 14), (0, 25), (4, 4), (4, 14), (4, 29), (14, 14), (14, 25), (25, 25)};

sur le diagramme sagittal n’oubliez pas les boucles qui correspondent aux couples
a termes égaux : (0, 0), (4, 4), (14, 14), (25, 25).

Sous I’angle de « I’accouplement » d’un élément avec lui-méme, cette relation
se comporte bien comme la relation d’inclusion qui, elle aussi, comporte une boucle
pour chaque partie puisque, par convention, on considére que toute partie A de E
est incluse dans elle-méme, si bien que le couple (A, A) est élément du graphe de
la relation d’inclusion.

Par contre dans la relation « est 'enfant de », le couple (a, a) ne peut vérifier
la relation, la personne a n’étant pas son propre enfant.

La relation < différe donc sous cet angle de la relation « est enfant de ».

La relation « téléphone a » peut étre donnée comme exemple de relation qui
s’apparente (sous I’angle de « l’accouplement » d’un élément avec lui-méme) a la
relation « est ’enfant de » : en effet, une personne a ne peut pas téléphoner a elle-
méme, donc le couple (a, a) n’est pas élément du graphe de cette relation.

Les couples a termes égaux du graphe G; sont : (ranger, ranger), (ruer, ruer).

p. 66. Exemple de relation qui ne se vérifie pas de proche en proche : « a dansé avec »
dans un ensemble de danseurs. En effet; « Jean a dansé avec Eliane » et « Eliane
a dansé avec Paul » n’entraine pas « Jean a dansé avec Paul ». Le couple (Jean, Eliane)
satisfait la relation, le couple (Eliane, Paul) aussi, mais pas le couple (Jean, Paul).

p. 67. Exemple de relation transitive : « fait ses courses dans le méme magasin que ».
En effet : Mme X fait ses courses dans le méme magasin que M™me Y » et « Mme Y
fait ses courses dans le méme magasin que M™e Z » entraine « Mme X fait ses courses
dans le méme magasin que Mme Z ». Remarquez en outre que chacune
de ces dames fait ses courses dans le méme magasin qu’elle-méme; la relation est
donc réflexive. On voit aussi que la relation est symétrique. Les trois conditions
requises pour avoir une relation d’équivalence sont réunies.

La définition formalisée de la relation transitive se traduit comme suit : « Pour
tout a, b, ¢, appartenant a E, si le couple (a, b) est élément de G et si le couple (b, ¢)
est élément de G, alors le couple (a, ¢) est élément de G ».

p. 68. La définition formalisée du caractére symétrique d’une relation se traduit
comme suit : « Pour tout couple (a, b) élément du produit cartésien E croix E, si
le couple (a, b) est élément de G, alors le couple (b, a) est élément de G ».
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Dans une famille comportant des enfants des deux sexes la relation « est frére
de » n’est pas symétrique : « Jean est frére de Sophie » n’entraine pas « Sophie est
frére de Jean ».

p. 69. Relation symétrique et antisymétrique. Il s’agit d’une relation quelque peu
« farfelue » qui a peut-&tre embarassé certains lecteurs. Donnons-en une illustration
simple en considérant 3 éléments a, b, ¢, et le diagramme sagittal correspondant.
Imaginons que ce diagramme ne comporte aucune fléche et seulement une boucle
en a et une boucle en b. Cette relation doit étre considérée comme symétrique :
on peut dire, puisqu’il n’y a aucune fléche, que chaque fois qu’il y a une fleche ab
il y a aussi une fléche ba. De méme la relation peut étre considérée comme antisymé-
trique puisque, pour la méme raison, elle n’a pas simultanément des fléches ab et ba.
Enfin elle n’est pas réflexive puisqu’il manque une fleche en c.

Peut-on imaginer une situation réelle de ce genre? Sans doute. On peut par exem-
ple faire entrer dans cette catégorie la relation « x aime y » dans un ensemble de
3 personnes a, b, ¢, ol a, b, et ¢ n’aiment aucun de leurs partenaires et ot ¢ ne s’aime
pas non plus, tandis que a s’aime lui-méme et que b s’aime lui-méme!

Si nous avons attiré I’attention sur un type de relation quelque peu « biscornu »
c’est pour expliquer pourquoi les mathématiciens prennent tant de soin & préciser
les définitions générales qu’ils donnent et adoptent un langage d’une extréme rigueur.
Ils veulent ainsi éviter de se trouver un jour en face de quelque contradiction qui
jetterait bas tout leur bel édifice. Mais il arrive que ce faisant ils irritent les non-
mathématiciens habitués & un langage moins précis mais plus souple, permettant
de se tirer des contradictions éventuelles par une pirouette.

p. 70. La relation x < y est réflexive, antisymétrique (aucun aller-retour), transitive.

« x est le pére de y » : antisymétrique.

« x habite la méme maison que y » : réflexive (on habite la méme maison que
soi-méme), symétrique, transitive.

« x est plus grand que y » : antisymétrique, transitive.

« x est a moins de 5 km de y » : réflexive et symétrique, mais pas transitive car
« x a moins de 5 km de y » et « ¥ & moins de 5 km de z » n’entraine pas forcément
« x a moins de 5 km de z ».

A propos de la relation d’équivalence comparée a la relation d’égalité, vous
avez certainement remarqué que la premiére est moins « exigente » que la seconde :
quand on dit : « x égale y » on signifie que sous deux noms différents (x et y) se
trouve la méme entité; quand on dit « x équivalent & y » on entend que x et y, tout
en pouvant étre différents sous certains aspects dont on fait abstraction, sont subs-
tituables, équivalents, pour le role que leur fait jouer la relation envisagée. 'Ainsi,
92 et 32 sont équivalents dans la relation « a le méme chiffre des unités » puisqu’au
point de vue du chiffre des unités, abstraction faite du chiffre des dizaines, ils sont
« pareils ».

p. 71. 1° Ensemble-quotient des mots frangais définis dans le dictionnaire :

M= LDy oo sboonie Wdyadobscs adilins. Yoo B

a, par exemple, représente la classe d’équivalence de tous les mots frangais ayant
cette initiale.
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2° On peut considérer le schéma de la figure 57 comme illustrant une corres-
pondance terme a terme entre trois parties disjointes de ’ensemble E et trois singletons
inclus dans chacune des parties correspondantes, singletons qui forment I’ensemble E/R :

(o4 B )
{p, 4, r}r>{a}

(Cet exercice « ouvert » attire P’attention sur le lien existant entre chaque classe
d’une partition et tel de ses singletons pouvant lui servir d’embléme. Aprés avoir
vu ce qu’'est I'application, vous pouvez maintenant considérer ce schéma comme
Pillustration d’une application de E dans E/R).

30 Relations de la fiche 1.9 qui sont des relations d’ordre :

— la relation d’inclusion (p. 63),

— la relation « est inférieur ou égal 4 » (p. 64),

— la relation « n’est pas plus vieux que » (p. 69) parce que cette relation est
équivalente A la relation « est plus jeune ou a le méme 4ge que » qui est réflexive,
transitive et antisymétrique,

— la relation « n’est pas en aval de » (p. 72).

Fiche 1.10.

p. 77. Si on fait correspondre deux & deux les cartes d’un jeu de 32 cartes de fagon
a former des couples dont les termes ont méme « valeur » mais des couleurs différentes,
a I'as de cceur (rouge), par exemple, on pourra faire aussi bien correspondre I’as de
pique que I’as de tréfle, tous deux noirs. A un élément de I’ensemble de départ va donc
correspondre deux images de I’ensemble d’arrivée. On n’a donc pas une application.

p. 78. Dans I'application de E X E dans E, nous aurons des fléches telles que

(p, P)—>p
(g, N—p
(r, r)r—>q, etc

Il faut bien noter que lorsque dans une application I’ensemble de départ est
de la forme E X F, cela signifie que chaque élément de départ est un couple dont
le premier terme est tiré de E et le second de F.

p. 81. Table de composition des parties d’un ensemble E & 3 éléments par ’opération
d’intersection :

E|lo|A|R]|V|A|R]|V]E
vig|A|R |2 |R|A|V|V
Rl|lg|A|s |V ]|V | R|A|R
Alle g |[R|V |Aa|V R A
Vig|e|e |V V|V e |V
R|lo|s|R|o|R|o|R|R
Allo|A|lo|o|o|A|A|A
sllo|o|o|o|o|o|o|o
AllzlalR |V ARV E
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Vous remarquez que cette table est symétrique par rapport a la diagonale gauche-
bas/droite-haut, ce qui traduit la propriété de commutativité de I’opération d’inter-
section. Par exemple

AnR =A
R'nA =A

Fiche 1.11

p. 83. On ne peut pas écrire
{8, I\{b} = (B}\{b, ¢}

parce que faire I'opération indiquée dans le premier membre de 1’égalité ci-dessus
consiste & enlever de I’ensemble {b, c} I’élément b, ce qui ne laisse subsister que c;
le résultat est donc {c}, alors que I'opération indiquée dans le second membre indique
qu’on doit retirer de I'ensemble {6} I'élément qui figure dans {b, c}, C’est-a-dire b,
si bien qu’il ne reste aucun élément; on trouve cette fois 'ensemble vide et non pas {e}.

p. 85. Exemple d’opération non associative : I’opération division : il ne revient pas
au méme de diviser par exemple le nombre 80 par 4, puis le résultat (20) par 2, ce
qui donne 10, que de diviser d’abord 4 par 2 (ce qui donne 2), divisant alors 80 par
ce résultat. Autrement dit
(80/4)/2 = 80/(4/2)
Autre exemple : I’exponentiation; vous vérifiez aisément que
@) = 200*

p. 88. Lois de De Morgan pour les parties 0 et 1 d’'un ensemble a un élément :

par exemple 0Onl=1v0

vous vérifiez que les deux membres de cette égalité sont égaux a 0.

Guide bibliographique commenté (suite).

La premiére partie de ces indications bibliographiques a paru dans le Cahier
no 2, p. 59.

N. PICARD : Des ensembles a la découverte du nombre (O.C.D.L.).
Ouvrage de niveau élémentaire dans la « ligne Dienes ».

R. PoLLE : Notions de mathématique moderne & 'usage des enseignants (Delagrave).

Sous un petit volume (140 pages), le lecteur retrouve les thémes étudiés dans
les présents cahiers. Plus de 300 exercices avec leur corrigé en fin de volume. L’Auteur,
Directrice d’études a I’Ecole Normale de Lille, s’intéresse particuliérement a la
formation des maitres.

GLAYMANN et divers auteurs : Travaux pratiques de mathématiques (O.C.D.L.).

Fiches de travail pour servir a la formation continue. Série 1 : les ensembles ;
série 2 : les relations ; série 3 : ensembles, logique et cartes perforées.
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T. J. FLETCHER : Apprentissage de la mathématique aujourd’hui (O.C.D.L.).

Sous ce titre bien peu significatif, on trouve la traduction d’un ouvrage collectif
de nos Collégues britaniques trés riche en idées originales pouvant servir a la réno-
vation de I’enseignement.

M. A. TOUYAROT : Itinéraire mathématique (Nathan).

Une nouvelle collection d’ouvrages pour I’enseignement élémentaire ; ont déja
paru les volumes du cours préparatoire, cahiers pour les €léves et livre du maitre.

VAN DENDRIESCHE : Les mathématiques modernes a I’école primaire (Delachaux et

Niestlé).

Collection pour Ienseignement élémentaire utilisant de fagon systématique
le recours aux nombres en couleurs de Cuisenaire et leur prolongement (pour la
numération dans toutes les bases). Ont paru, CP et CE. Ces volumes sont le fruit
d’une expérience qui se développe a Boulogne-sur-Mer.

C. HuG : L’enfant et la mathématique (Bordas).
Compte rendu et analyse d’une remarquable expérience de rénovation de I’ensei-
gnement mathématique a I'école primaire, a Chambéry et a Grenoble.

Signalons en outre que le courrier de la Recherche Pédagogique (S.EP.V.EXNL,
13, rue du Four, Paris-6°) a consacré deux livraisons & I’enseignement des mathéma-
tiques, le n° 19 et le n° 27 (mars 1966) : la seconde intitulée : « L’initiation mathé-
matique au cycle élémentaire », contient d’intéressants points de vue sur la moder-
nisation de I’enseignement des maths dans le Primaire.

Le courrier des chantiers.

Le succes de ces cahiers (nous dépassons 12 000 souscriptions) a posé tant de
problémes pratiques que I’expédition n’a pu étre aussi rapide que nous l’aurions
voulue. Merci a tous les Collégues qui ont été patients et nous ont fait confiance.

Nous n’avons pu répondre individuellement a toutes les lettres et, en particulier,
aux Collégues les plus compréhensifs nous n’avons pas pris la peine d’écrire : qu’ils
nous excusent et qu’ils soient bien persuadés que nous sommes sensibles a leur dis-
crétion.

D’autant plus que certains autres, trés rares il faut le reconnaitre, 'ont été moins.
L’un d’eux, le seul d’ailleurs, a été jusqu’a nous traiter d’escrocs ! Passons.

Et maintenant, écrivez-nous ce que vous pensez de ces Cahiers, de la réforme
qui va finir par se faire. Vous qui faites I'effort de vous informer, vous devez participer

A sa réalisation.
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