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Vie de la Régionale

A) Relations avec le Comité International des mathématiciens

pour le soutien a2 Leonid Pliouchtch

Notre régionale s’est réjouie de la libération de Leonid PLIOUCHTCH

obtenue vraisemblablement grace au mouvement de solidarité internationale
qui a soutenu les protestations du Comité International des Mathématiciens;
toutefois, nous vous rappelons que pour retrouver une vie presque normale
(« presque » car il se trouve de toutes maniéres dans la dure situation d’exilé),
il a encore besoin de notre aide : une solidarité financiére doit se maintenir
encore plusieurs mois tant qu’il ne peut reprendre des activités rémunéra-
trices. Envoyez votre contribution a la Régionale Parisienne de I’A.P.M.E.P.
qui transmettra.
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(C.C.P. 25-108-63 — Mentionner au dos du chéque « pour PLIOUCHTCH ».
Envoyer & Régionale Parisienne de I’A.P.M.E.P., 13, rue du Jura, 75013 Paris).

Par ailleurs notre Régionale, fidéle & ses principes et au Comité Inter-
national des Mathématiciens auquel elle a adhéré a I’occasion de « I’affaire
PLIOUCHTCH », assure de sa solidarité ce Comité dans la lutte qu’il entreprend
pour obtenir la libération de notre collégue uruguayen José-Luis MASSERA,
professeur & I'Université de Montevideo, « retrouvé & ’hopital militaire de
Montevideo dans un état grave, aprés avoir été probablement torturé »
(Le Monde, du 15 janvier 1976).

B) Soutien 2 la revue « Textes et Documents pour la classe »

Le Comité de la Régionale Parisienne de I’A.P.M.E.P., réuni le
3 février 1976, assure de son soutien la revue « Textes et Documents pour
la classe », victime d’une mesure de censure inadmissible interdisant le n® 153
consacré aux travailleurs immigrés et s’associe aux protestations élevées 2
cette occasion.

C) Formation des maitres

Le Bureau de notre Régionale a participé activement & un colloque sur
la formation des maitres qui s’est réuni, 2 invitation de I’Association des
Enseignants et Chercheurs en Sciences de I’Education et de I’Association
Francaise des Enseignants de Frangais, le 24 janvier 1976 a Paris.

L’objectif de ce colloque était de sensibiliser largement I’opinion aux

« principes :

— d’une formation intégrée ou I'acquisition des savoirs scientifiques, la formation
didactique propre & chaque discipline et la formation professionnelle soient articulées dans
une méme démarche d’appropriation, de recherche et d’analyse critique : définition et
redéfinition des objectifs, élucidation des demandes et des offres de formation. Cela suppose
une pratique de la formation aussi différente de la pratique des Ecoles Normales que de la
pratique universitaire traditionnelle;

— d’une formation théorico-pratique qui utilise la théorisation pour I’approche et
I’analyse de la pratique professionnelle sous tous ses aspects (« pédagogiques », relationnels,
institutionnels, socio-politiques, technologiques, etc.). Cela suppose que soient critiquées
et dépassées la dichotomie simpliste et stérile entre des enseignements théoriques dispensés
a I’'Université et une formation pratique acquise sur le terrain au contact de maitres « che-
vronnés ». D’une part, les formalisations et les théorisations s’élaborent (au moins partiel-
lement) sur le lieu des observations et des expériences quand il s’agit de leur donner sens.
D’autre part, la formation pratique exige des exercices et des entrainements en dehors du
terrain (audio-visuel, conduites de réunions, simulations telles que le micro-enseignement, etc.);
enfin, pour étre fécondes, les observations effectuées sur le terrain doivent étre analysées
dans le cadre d’un questionnement scientifique;

— d’une formation continue dont la formation initiale est la premiére étape, congue
de maniére & doter les futurs enseignants des instruments et des ressources nécessaires a la
poursuite de leur formation tout au long de leur carriére, en rapport avec les situations
nouvelles et les exigences nouvelles auxquelles ils seront confrontés;
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— d’une évaluation de la formation, au sens d’une régulation permanente exercée
par les formateurs et les formés sur les démarches individuelles et collectives de formation;

— d’une formation diversifiée et continuellement novatrice en fonction des compétences
et des ressources locales particuliéres de chaque lieu de formation.

Des actions expérimentales de formation d’enseignants de tous les niveaux doivent
pouvoir étre conduites et financées selon des formules variées ».

Les participants ont été nombreux (environ 170). Ils ont travaillé dans
5 commissions :

— Formation initiale et formation permanente.
— Recherche et formation.

— Unification de la formation des maitres de tous les niveaux d’ensei-
gnements.

Formation intégrée (discipline, didactique de la discipline, sciences
de I’éducation).

— Liaison théorie-pratique.

A T’issue du colloque, un Comité de liaison a été constitué¢. Notons que
la premiére réunion de ce comité, prévue a I'I.N.R.D.P., avait été annoncée
dans la presse mais que, a la date prévue, les autorités dirigeantes de cet
institut en ont interdit ’accés aux membres du Comité. Réuni dans un café
voisin, il a décidé les actions suivantes :

— développement des contacts avec tous les intéressés (en particulier
tous les syndicats de I’Education dont certains avaient déja été fort actifs
le 24 janvier);

— création d’un bulletin de liaison destiné a faire circuler les infor-
mations sur toutes les initiatives et en dégager les principales tendances.



Le probleme des définitions
en mathématiques

Conférence faite par M. Roger MARTIN a la Régionale Parisienne.

Les ouvrages de mathématiques contiennent des énoncés dits définitions
a propos desquels on se pose tout naturellement quelques questions simples :
1o Ou apparaissent-ils? Jouent-ils le méme réle quand ils apparaissent au
début de I'ouvrage ou en cours de route? 2° L’idée que nous nous faisons
aujourd’hui des définitions est I’aboutissement d’une longue réflexion exercée
par les mathématiciens eux-mémes sur leur activité. Comment et pourquoi
en est-on arrivé a la conception actuelle? 3° Une vue unitaire des mathéma-
tiques s’est dégagée au cours des siécles et on parle aujourd’hui volontiers de
la mathématique. Reste que, pour enseigner, il faut procéder a partir de
commencements incessamment déplacés au cours de la scolarité. Comment
déterminer, a chaque niveau d’enseignement, les « bons » commencements,
C’est-a-dire, si on donne au mot définition un sens large, les « bonnes » défi-
nitions?

Certaines définitions apparaissent « en cours de route » (ex. : espace
vectoriel). Mais elles renvoient a d’autres définitions données antérieurement
(corps, etc.) qui renvoient elles-mémes & d’autres définitions. Les définitions
données « en cours de route » ne sont en fait que des abréviations permettant
de parler plus aisément d’étres dont I’existence a été précédemment établie
ou l’est par une démonstration qui accompagne immédiatement la définition
(ex. : parler du barycentre de 3 points suppose qu’on est assuré de son exis-
tence et de son unicité). Mais de telles remarques laissent entier le probléme
soulevé par la régression de définitions en définitions. Y a-t-il des définitions
premiéres? En quoi peuvent-elles bien consister?

On rencontre chez Euclide de telles définitions dont I’énoncé précéde,
au début de chaque livre des Eléments, I’énoncé des postulats et celui des
axiomes (ex. : le point est ce qui n’a pas de parties; une ligne est une longueur
sans largeur; la ligne droite est celle qui est également placée entre ses points.
Livre I, déf. 1, 2, 4). Ces définitions se distinguent de celles qui interviennent
ultérieurement par le fait, trés tot remarqué, qu’Euclide ne s’en sert pas et
qu’au surplus on ne voit pas quel usage il pourrait en faire. Situation d’autant
plus remarquable qu’Euclide (ou plutdt les auteurs du Corpus euclidien)
se montrent parfois, en matiére de rigueur, d’une exigence tout a fait compa-
rable & celle que nous aurions aujourd’hui (ex. : démonstration — incom-
pléte — de D'existence du triangle équilatéral, Livre I, prop. 1, Théorie des
rapports, Livre V). L’attitude d’Euclide s’explique par la conception philo-
sophique que les Grecs avaient de la mathématique. Trés schématiquement :
les objets mathématiques se distinguent des objets matériels qui nous entou-
rent en ceci qu’ils font partie d’'un monde intelligible doté d’une existence
propre et auquel le monde sensible se borne a ressembler. Une grande partie
de la philosophie de Platon est consacrée & donner une théorie des relations
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du monde sensible au monde intelligible, des relations des étres intelligibles
entre eux et & définir la place, au sein des étres intelligibles des étres mathé-
matiques. Dans ces conditions, les définitions premiéres ont pour seule fonc-
tion d’aider a saisir par Iintelligence la nature des étres mathemathues dont
nous ne pouvons jamais trouver dans le monde sensible que des images impar-
faites (« Le point? Figurez-vous une surface si petite que vous ne puissiez
pas la partager. La droite? Vous savez bien qu’on peut la faire glisser sur
elle-méme comme une régle sur I’aréte d’une planche dressée », etc.). Dans
cette perspective, les axiomes et postulats, et & leur suite les théorémes, énon-
cent des vérités sur la nature des choses. Il ne dépend pas de nous de les choisir
de fagon arbitraire, encore que les Grecs sachent trés bien ce qu’est une
discussion & partir d’énoncés acceptés d’'un commun accord et qu’un mathé-
maticien comme Archimeéde semble apercevoir qu’on est libre d’accepter ou
de rejeter I’énoncé auquel la postérité a donné le nom d’axiome d’Archiméde.

Aux Xvi® et xviie siécles, les mathématiciens ne se préoccupent pas
d’axiomatique mais chez ceux qui, comme Pascal ou Leibniz, sont en méme
temps des philosophes, les remarques sur la fonction des définitions ou des
axiomes ne sont pas rares. Chez Leibniz, elles sont solidaires d’une philo-
sophie multiforme et complexe et il est impossible d’expliquer en quelques
mots comment Leibniz pouvait prétendre, & I’étonnement de Jean Bernoulli,
qu’il faut démontrer les axiomes en les ramenant A des définitions et a des
identités. Chez Pascal, la situation est plus simple. Pascal apergoit trés nette-
ment : 1° que les définitions introduites au cours de I’exposé d’une théorie
mathématique sont des conventions de langage arbitraire qui, si elles enve-
loppent l'affirmation de I’existence d’un étre, doivent &tre accompagnées
d’une démonstration de I’existence de cet étre; 2° le probléme soulevé par la
régression de définition en définition qui doit, & un moment donné, prendre
fin. Sur ce point, il se réfugie dans une théorie de la saisie intuitive de la nature
des étres mathématiques premiers, tout en notant fort judicieusement que
c’est le choix de ce dont il n’y a pas lieu de donner de définition ou de ce dont
il n’y a pas lieu de donner de démonstration qui est le plus délicat. Au
xvie siécle, Clairaut renchérit sur cette position par des déclarations de
principe qui, si elles nous paraissent aujourd’hui scandaleuses, gardent le
mérite de rappeler que le souci de la rigueur, quand il se manifeste & tort et
a travers, peut susciter des réactions d’écceurement devant les mathématiques.

L’abandon définitif au xixe siécle des vues philosophiques des Grecs
sur la nature des mathématiques est dii aux réflexions sur la notion d’axiome
qui ont accompagné les trés nombreuses et infructueuses tentatives faites
pour démontrer directement ou par ’absurde le fameux 5¢ postulat d’Euclide.
Si on peut constituer une géométrie cohérente a partir d’axiomes tels que la
negatlon du postulat d’Euclide y est explicitement inscrite ou en découle,
c’est que celui-ci n’énonce pas une vérité dans le sens qu’on donne 2 ce mot
quand on dit qu’il est vrai que le Soleil éclaire la Terre ou que la Terre est
ronde. Du moment ol on a su donner des modéles euclidiens des géométries
non euclidiennes, la question a été réglée et on a considéré que les axiomes
et postulats, regroupés sous la désignation générale d’axiomes, n’étaient que
le point de départ accepté par convention, et donc modifiable par accord
préalable, de la déduction mathématique (conception « hypothético-déductive »
des mathématiques, comme disait en 1900 le géométre italien Pierr). En
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méme temps, on s’est efforcé d’éliminer tout « recours a l’intuition », en
entendant par 12 I'introduction dans le cours d’une déduction d’énoncés
qui ne sont ni des axiomes ni des conséquences des hypothéses et des axiomes
mais sont justifiés seulement par des affirmations du genre de : « il est clair
que... », « on voit sur la figure que... ». Ce souci apparait trés nettement dés
la fin du xix® siécle, chez Pasch par exemple, et avant méme que Hilbert
donne, en 1899, une axiomatisation rigoureuse de la géométrie euclidienne.

Que devient, au terme de cette évolution, le probléme des définitions?
En ce qui concerne les définitions abréviatives, rien de changé : ce sont des
conventions de langage totalement libres qu’on doit seulement formuler avec
assez de soin pour qu’il soit toujours possible de les éliminer et que, par elles-
mémes, elles n’apportent aucun enrichissement a la théorie au sein de laquelle
elles apparaissent (qu’elles soient « non créatives » comme dira plus tard le
logicien polonais Lesniewski). Les définitions primitives, elles, disparaissent
complétement. C’est ’ensemble des axiomes d’une théorie qui caractérise
simultanément les notions primitives de la théorie en énongant leurs relations
réciproques. Par exemple, les axiomes dégagés par Peano de I'opuscule consacré
a la définition des entiers par Dedekind caractérisent simultanément les
trois notions d’entier naturel, de zéro, et de successeur. A ce titre, ils peuvent
étre considérés globalement comme une définition par postulats de ces trois
notions quoiqu’aucun d’entre eux, pris isolément, ne soit une définition.
Le nom donné aux étres caractérisés par un systéme d’axiomes est souvent
celui méme dont la mathématique usait avant ’axiomatisation (cas des entiers
par exemple). Mais en fait, il n’a aucune importance : cf. la boutade célébre
de Hilbert disant qu’au lieu de « point », « droite » et « plan », il aurait aussi
bien pu employer les mots « chaise », « table » et « verre a biére ». L’essentiel
est qu’on renonce a dire ce qu’est en lui-méme un &tre mathématique et qu’on
le caractérise uniquement par les relations qu’il a avec d’autres étres mathé-
matiques. Aussi convient-il de savoir si les conditions énoncées par les axiomes
sont vérifiées par les seuls &tres mathématiques appartenant & une espéce
précédemment bien identifiée (les entiers naturels par exemple) ou si elles
sont vérifiées également par d’autres. Dans le premier cas, on pourra prétendre
avoir caractérisé avec toute la précision souhaitable I’espéce d’étres a laquelle
on s’intéressait. Dans le second cas, on aura caractérisé seulement une espéce
plus vaste, mais on aura forgé un instrument utilisable dans un bien plus
grand nombre de situations (cas de la théorie des groupes). L’intérét porté
aux théories multivalentes, le fait que dans le meilleur des cas une théorie
axiomatique ne caractérise ses objets qu’a un isomorphisme prés ne suscitent
aujourd’hui ni étonnement ni réserve, mais se sont heurtés, a la fin du xixe
et au début du xxe siécles, a des réticences trés marquées : le dialogue de
sourds entre Hilbert et Frege, la boutade de Russell concernant I’axiomati-
sation de la théorie des entiers naturels en témoignent clairement.

L’axiomatisation des principales théories mathématiques n’a pas, a elle
seule, réglé définitivement tous les problémes que peut soulever en mathéma-
tiques I'usage du mot définition. Elle les a plut6t fait rebondir au terme d’un
cheminement tortueux et parfois imprévu. L’étude des propriétés fondamen-
tales d’un systéme d’axiomes et, en particulier, la nécessité d’établir la non
contradiction des axiomes de la géométrie euclidienne qui repose sur la non
contradiction des axiomes des réels et finalement sur la non contradiction
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des axiomes de I’arithmétique élémentaire a conduit & axiomatiser la déduc-
tion logique elle-méme. Tache d’autant plus urgente que la théorie mathéma-
tique la plus générale, la théorie des ensembles, a été exposée dés sa naissance
a des difficultés de nature logico-mathématique traditionnellement connues
sous le nom de paradoxes. Exemple : I’ensemble des ensembles qui ne se
contiennent pas eux-mémes comme éléments doit & la fois se contenir lui-
méme comme élément et ne pas se contenir lui-méme comme élément (Para-
doxe de Russell). Et, au moment méme ol Russell et Zermelo allaient par-
venir, par des voies différentes, & surmonter cette difficulté, c’est la notion de
définition qui a donné naissance a d’autres contradictions, non plus certes a
I’intérieur d’une théorie axiomatisée, mais a partir de raisonnements d’appa-
rence si honnétement mathématique qu’ils intriguérent les meilleurs mathé-
maticiens de I'époque. Par exemple : Etant donnée une énumération de I’en-
semble dénombrable formé par ceux des réels compris entre 0 et 1 qui peuvent
étre définis sans ambiguité au moyen d’un nombre fini de mots frangais,
le procédé diagonal de Cantor permet de définir en un nombre fini de mots
frangais un réel compris entre 0 et 1 et distinct de tous ceux qui figurent dans
I’énumération considérée (Paradoxe de Richard). Curieusement, c’est en
essayant de traduire ce paradoxe dans un langage complétement formalisé
que Godel s’est engagé dans les recherches qui devaient aboutir en 1931 a
son grand théoréme. De son c6té, c’est en réfléchissant sur le paradoxe du
Menteur (Epiménide, qui ment toujours, dit « Je mens ». Qu’en conclure?)
qu’a la méme époque Tarski a jeté les bases de la sémantique mathématique.
A Tintérieur de celle-ci, il devint possible de construire une théorie cohérente
de la définition, de caractériser la définissabilité, d’établir des relations entre
les divers types de définition et, par un retour en arriére comme il s’en produit,
de donner une forme précise & une méthode de démonstration d’indépendance
des notions primitives d’une théorie axiomatique apergue par Padoa dés 1900.

Quelles suggestions chercher dans cette rétrospective rapide? Il est bien
slir qu’elle n’aide en rien & déterminer quelles définitions il y a lieu d’adopter.
L’histoire montre en effet qu’il est bien difficile, sinon impossible, de dire
au moment ou elle apparait & quel avenir est promise une notion nouvelle.
Au surplus, il semble que, méme 2 s’en tenir & un point de vue pédagogique,
la question puisse &tre envisagée sous deux angles différents : si on veut encou-
rager la création mathématique, il parait raisonnable de ne dissimuler a
personne les notions dont I'introduction a rendu possible des progrés indis-
cutables et dont 'emploi permet d’avancer vite vers la zone des problémes
actuels. S’il convient de donner a tous des habitudes de raisonnement et
des pratiques de calcul, il faut sans doute plus de prudence. Mais peut-€tre
cette présentation en diptyque, fort répandue, est-elle moins satisfaisante
qu’il ne semble au premier abord. Car ou faire passer la frontiére entre les
mathématiques « utiles » et les autres? Ne vaudrait-il pas mieux distinguer
entre un « bon » et un « mauvais » usage des mathématiques (tout court)?
A cet égard, et réserve faite de tout ce que la pédagogie et la didactique expéri-
mentales sont seules & pouvoir apporter, la réflexion sur I’histoire des mathé-
matiques et leur philosophie permet déja de rectifier certaines perspectives.
Elle suffit par exemple & rappeler que la Théorie des ensembles, vénérée et
redoutée dans les familles, n’est aprés tout qu’une théorie mathématique
trés générale qu’on a vu se former, qu’on voit encore de nos jours se déve-
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lopper et qui, si elle fournit un langage universellement adopté, ne contient
ni plus ni moins de mystére que la géométrie euclidienne dans sa version
hilbertienne. A rappeler aussi qu’en s’évertuant, comme on le fait parfois,
a chercher une présentation imagée et parfaitement satisfaisante de la théorie
des ensembles, on court sans doute aprés une chimére : car pourquoi aurait-on
construit une théorie abstraite s’il avait été possible de mettre au point une
figuration permettant de lire d’un seul coup d’ceil les propriétés vraies et
elles seules? L’histoire montre que I’axiomatisation d’un corps de doctrine
préexistant est en méme temps redéfinition des notions dont on disposait,
donc en altére toujours en quelque point le contenu intuitif et ne permet
d’espérer, au mieux, qu’une adéquation globale entre la théorie axiomatique
et la doctrine qu’elle remplace. Pour cette raison méme, tout enseignement
des rudiments de la théorie des ensembles se heurte & une difficulté qu’il est
impossible d’esquiver : on est amené a présenter, en essayant de faire croire
qu’elle va de soi, une figuration dont on sait qu’a un moment ou a un autre,
elle fera faillite et qu’il faudra la remplacer par une axiomatisation partielle &
demi avouée. Pourquoi alors ne pas afficher plus d’indépendance a I’égard
des contours et « patates » (étiquetées ou non) et laisser soupgonner qu’il
s’agit aprés tout d’artifices?

Reste cependant que les constatations et remarques de ce genre demeurent
trés générales. Méme si on les accepte, les problémes techniques de choix
des définitions ne sont pas résolus. « Quelle est la meilleure définition de la
droite en quatriéme? » Il est peu probable que la philosophie et I’histoire des
mathématiques suffisent & orienter vers une réponse pertinente...

N.D.L.R. : M. Roger MARTIN a eu I'amabilité, non seulement de rédiger
pour nous sa conférence, mais encore de se plier & notre demande de faire ce
texte trés condensé. Ceux qui le désireront pourront retrouver les citations
auxquelles il fait allusion en nous écrivant pour obtenir une bibliographie
détaillée.



Une méthode géométrique
g
pour une classe de probléemes combinatoires

Conférence faite par M. EHRHART a la Régionale Parisienne.

Quelques exemples numériques simples seront, je pense, plus clairs
qu’un exposé systématique. D’aprés leur difficulté, nous distinguerons deux
sortes de problémes, suivant que leur domaine polyédrique est entier ou
seulement rationnel.

I. — PROBLEMES A DOMAINES ENTIERS

Probléme d’échange de monnaie. — De combien de maniéres peut-on
payer un montant de » francs en monnaie? (C’est-a-dire, par convention, en
pieces de 10, 20, 50 et 100 centimes.)

Il s’agit de trouver le nombre j, de solutions entiéres du systéme :

10X 4 20Y + 50Z + 100T = 100n, X,Y,Z, T>0.

Géométriquement ce systéme définit un tétraédre P,, dont j, est le nombre
de points entiers (c’est-a-dire dont les coordonnées appartiennent & Z).
Le polyédre P, est 'image de P, dans ’homothétie (0, n) centrée a I’origine.

On voit facilement que P, est entier (c’est-a-dire que ses sommets sont
des points entiers). Or, d’aprés un de mes théorémes, le j, de tout polyédre
4 3 dimensions est un polyndme du 3¢ degré. Notre j, est donc donné par la
formule d’interpolation de Newton :

= (3)o=00+ (3 o—0® + (o—1® +4 7~

ou la puissance symbolique signifie que, dans le développement tout j" est
a remplacer par j,. Or, pour n = 0, 1, 2, 3 on compte par le systéme (ou dans
P) j.=1, 11, 40, 98. La formule précédente fournit alors :

=g (1) @n+ 1) (n + 6).

Maintenant un fait qui est, je crois, intéressant. Si I’on veut que chaque
espéce de picces figure dans le paiement, il faut remplacer dans le systéme >
par >, et donc le j, du polyedre fermé par le dénombrant i, du polyédre
ouvert. D’aprés un de mes théorémes, il suffit alors de changer dans le
polyndme j, le signe de la variable d’homogénéité, ce qui donne instanta-
nément :

1= é(n——l)(Zn—l)(Sn——6).
Ce probléme illustre le théoréme général suivant.
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Théoréme des polyédres entiers. — Pour tout polyédre fermé entier homo-
thétique P, (n entier positif) de dimension d, quelle que soit sa nature topo-
logique :

1° le dénombrant j, des points entiers est un polynome de degré d;

20 la formule de Newton donne ce polyndme a I’aide de quelques valeurs
initiales;

30 les polynémes dénombrants i, et j, du polyédre, respectivement
ouvert ou fermé, vérifient la loi de réciprocité :

i(n) = (D)% (—n).

Signalons déja que cette curieuse, simple et utile loi de réciprocité
s’applique aussi aux polyedres rationnels.

Pour les polyédres entiers de moins de quatre dimensions, on peut rem-
placer la formule de Newton par des formules géométriques. En voici deux
exemples.

Probléme de sous-réseau. — Le quadrilatére P, de la figure ci-dessous
est entier dans un réseau centimétrique.

Question: Quel est le nombre de ses points internes ou périphériques
qui sont entiers dans le sous-réseau millimétrique?

Cela revient a chercher le dénombrant j,, du quadrilatére fermé P,,,
image de P, dans I'homothétie (O, 10).

Or, pour tout polygone entier :

j,,=Sn2+§[n—|—l.

Ici 'aire « réticulaire » de P, est S = 3 (Punité d’aire est celle du carré

de base du réseau) et son périmétre réticulaire est / = 5 (les points entiers
de chaque droite-c6té forment un sous-réseau, dont la maille est I'unité de
longueur sur ce cdté). D’ou :

j10=2100+§10—{—1:476.

Probleéme de valuations d’un graphe.— Considérons le graphe ci-dessous.
Valuer ce graphe, c’est doter chaque sommet ou arc d’un nombre entier
non négatif, sa valeur.
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Les valeurs paramétrées des sommets étant imposées comme l'indique
la figure, on demande :

Quel est le nombre de valuations des arcs, telles que la valeur de tout
sommet soit égale & la somme des valeurs des arcs incidents?

Les 8 valeurs inconnues des arcs étant liées par 5 relations linéaires
d’incidence, on peut les exprimer en fonction de 3 d’entre elles, soient X,
v etz

r=k—x, t=3k—x—y—z, u=§—|—x—l—z,

3k —k
3 =R Yo U=—2——

5 +¥.

1° k impair : le probléme est impossible, comme le montre la derniére
équation.

20 k pair : on pose k = 2n. En écrivant que les valeurs des cdtés sont
non négatives, on obtient alors le systéme :

i &

xyz20

X .20

M y>n
y+z<3n
X+y4z 00

Le domaine P, de ce systéme est pour n = 1 le prisme entier fermé P,
ci-dessus. Or, d’aprés un de mes théorémes, le dénombrant j, de tout polyédre
homothétique P, entier, fermé et homéomorphe a une sphére, est :

2 J).=Vn3+§n2+ A,n+1.

V est le volume réticulaire de P, (le volume du cube de base du réseau
sert d’unité). Donc ici V = 4. Le S désigne l'aire « réticulaire » de P, (dans
chaque plan-face les points entiers forment un sous-réseau, dont la maille
donne I'unité d’aire pour cette face). Or, d’aprés un de mes théorémes, pour
tout polyédre entier homéomorphe & une sphére :

S=b—2
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b étant le nombre de points entiers du bord de P;. Doncici S = 18 — 2 = 16.
Par définition, A (« excés » de P,) est :

A=i-|—§—-—V

ou i désigne le nombre de points entiers internes de P,. Donc ici,
A=0+ 12—8 —4 =25,
La formule (2) donne alors :
Ja=@m+1)2n+ 12

Et si les valeurs des arcs du graphe doivent étre strictement positives?
Dans le systéme (1) le signe > est remplacé par >. Donc j, est remplacé par
le dénombrant i, des points entiers internes de P,. La loi de réciprocité donne
immédiatement :

in=(m—1)2n—1)2

Remarque. — La méthode des polyédres ne donne pas seulement le nombre
des solutions. Pour une valeur numérique du paramétre, elle Sfournit aussi
toutes les solutions. Dans le probléme précédent par exemple, il suffit de
prendre dans le prisme P, les points entiers 'un aprés I'autre et de porter
chaque fois dans (1) le triplet x, y, z correspondant.

II. — PROBLEMES A DOMAINES RATIONNELS

Nous appelons ici carré magique (3, n) toute matrice 3 x 3 dont les
¢léments sont des entiers non négatifs, tels que la somme des éléments de
chaque ligne ou colonne soit égale & n. (Contrairement 2 ce qui se passe pour
les carrés magiques historiques, on ne considére pas la somme des éléments
d’une diagonale, et on n’exige pas que les éléments soient les entiers de 1 a 9.)

Probléme des carrés magiques (3, n), symétriques par rapport 2 la premiére
diagonale. Combien y en a-t-il?
Toute matrice de cette famille est de la forme :

n—X—Y X Y
X n—X—27 Z
Y Z n—Y—Z




En écrivant que ses éléments sont non négatifs, on obtient le systéme :
XY, Z >0, X+Y,Y+Z,Z+XLKn.

Le nombre cherché j, est donc le dénombrant du polyédre fermé P,
défini par ce systéme, image de I’hexaédre P, ci-dessus dans ’homothélie (O, n).
Or, P, est rationnel (ses sommets sont des points rationnels, c’est-a-dire a
coordonnées rationnelles).

Pour la suite, nous avons besoin de deux définitions :

Définitions :
10 Le dénominateur d’un point rationnel est le plus petit commun multiple
des dénominateurs de ses coordonnées irréductibles.
20 Le produit sommital d’un polyédre rationnel P, est :
) =0—t)(1—12) ... (1 — %)

ol les a; sont les dénominateurs des sommets de P, (c’est un produit formel,
t n’ayant pas de signification).
Dans notre exemple les dénominateurs des sommets de P, sont 1, 1, 1, 1, 2

et donc :
() =1 —1)* (1 — 2.
Un théoréme de réduction, que nous n’énoncerons pas ici, permet d’y

supprimer un facteur 1 — ¢, ce qui donne le produit sommital réduit :
T@)=0—)*A 4+ 1t)=1—3¢t+ 2¢2 + 23— 3¢* 4 ¢5.

D’ou immédiatement, par un de mes théorémes, une relation de récur-
rence linéaire pour j, :
{Tr (])} iy O I~ Jer

les accolades signifiant que, dans le polynéme ='(¢) effectué, on remplace
toute puissance j© par j,—,. Donc ici :

Jhins 3jn—1 =t 2jn—2 = 2jn—3 = 3jn—4 + Jus = 0.

On en déduit que j, a une fraction rationnelle génératrice :

Sf) o
F t) = i 7 o ntn
( ) T (t) n§o]
ou le polynome f(¢) est de moindre degré que n’ (). Comme pour n =0, 1, 2, 3, 4,
on compte dans P, respectivement j, = 1, 4, 11, 23, 42, on a :
J@) =0+ 4t + 1122 4+ 2313 + 42t + .. .)
(1 —3t+22423—3¢2+ ...)=1+4+ ¢+ ¢2

en ne formant que les termes de degré inférieur & 5. Par suite :
2
F(t) = Ligh fisbrdhil ¢ ¢ 3 et 3
I—n*A+1t) 201—1)* 40 —1)3

1 i 1
Tsi—r Tea—=p "

160 + ) EOJ"’"
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En considérant le terme en ¢ dans le développement en série de chaque
élément, on obtient donc :

., 3fn43 _3(n+2 n+1 1 [—1,1]
f"—z( 3 ) 4( 2 )+T+1—6+T

ou [—1,1] est par définition égal & (—1) ou & 1, suivant que n est impair ou pair.
Ou encore :

3) R 2n3 + 9n? +8 14n + [7, 8] =

(n+1)(2n2 4+ Tn + 7)”
8

les doubles barres désignant I’entier le plus proche. (La différence entre les

deux fractions est en effet inférieure a %)

Probléme des carrés magiques (3, n) positifs (c’est-a-dire & éléments posi-

tifs), symétriques par rapport a la premiére diagonale. Combien y en a-t-il?

La loi de réciprocité donne immédiatement leur nombre 2 partir de (3) :

m—1)@2n2—Tn+17)
8

Pour pouvoir énoncer des résultats généraux, il nous faut au préalable
poser encore deux définitions :

Définitions :

1° Un nombre périodique u, = [oq, oy, ..., o] est le neme terme d’une
suite périodique, dont on a écrit la premiére vague dans les crochets (la période
est donc k).

" 2nn —1,—1,2

Exemple : Pour les valeurs entiéres de n, cos —;- = [—2“] -

2° Un polynéme mixte différe d’un vrai polyndme en ce que certains
coefficients sont des nombres périodiques de la variable. (Un polynome
mixte j, est donc une suite, puisqu’il n’est défini que pour n entier. Nous
’appelons mixte, parce qu’il prend ses valeursa I’aide de plusieurs polyndmes.)

Le probléme précédent est une application du théoréme général suivant.

Théoréme des polyédres rationnels. — Pour tout polyédre fermé rationnel
homothétique P,, de dimension d et de produit sommital =(¢), quelle que
soit sa nature topologique :

1° le dénombrant j, des points entiers vérifie la relation de récurrence
linéaire :
{Tr(.])} == O, jr ~jn—r;

20 jp est un polyndme mixte de degré d (réduit & un vrai polynome si P
est entier);

3% on en déduit la fonction j(n) explicitement par une fraction rationnelle
génératrice, & l'aide de quelques valeurs initiales;

NER



40 les dénombrants i, et j, du polyédre, respectivement ouvert ou fermé,
vérifient la loi de réciprocité :

in = (—l)d](—n)
Remarques :

10 Le calcul de j, par le développement en série de sa fraction généra-
trice, décomposée en éléments simples, peut étre pénible. Heureusement,
nous avons pu mettre au point une autre décomposition, qui évite dans ce
calcul tout recours aux nombres complexes et a la trigonométrie. Voir
E. EHRHART, « Polyndmes arithmétiques et méthode des polyédres en combi-
natoire », brochure de 150 pages imprimée en 1975 a Strasbourg par I'I.R.M.A.
(Institut de Recherche Mathématique Avancée).

20 Par la méthode des polyédres, on trouve le nombre des carrés magiques
suivants :

— carrés magiques (3, n) :
1
=g @+ D+ + 30+ B);

— carrés magiques (c, n) : j, est un polyndme de degré (¢ — 1)%;
— carrés magiques (3, n), symétriques par rapport aux deux diagonales :

!
Ju= g (n+11,2D Gn + 5, 4D;
— carrés magiques positifs (4, n), symétriques par rapport aux deux

diagonales :
in=(");
7, S 4 ’

— carrés pseudomagiques (2, n), c’est-a-dire matrices 2 X 2 & éléments
entiers non négatifs, tels que la somme des éléments de chaque ligne ou colonne,
soit au plus n :

=gt D+ 2) (0 + 30+ 3);

— carrés magiques (3, n), ou la somme des éléments de chaque diagonale
vaut aussi n :

a) n # 3k : aucune solution,
D) n=3k : jy=2k*+2k+ 1;
— carrés magiques historiques (3, 15) (la somme des éléments de chaque

diagonale vaut aussi 15, et les éléments sont juste les entiers de 1 2 9) : & une
symétrie et des rotations pres, il n’y en a qu’un seul :

4 9 2
3 5 7
8 1 6

11 est connu en Chine depuis 4 000 ans!
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Informations

B 3¢ cycle de Didactique des Mathématiques
(Université Paris VII)

Depuis octobre 1975, I'Université Paris VII est habilitée & délivrer
quatre 3¢ cycles portant sur la Didactique d’une discipline :

— didactique des mathématiques,

— didactique des sciences physiques et de la technologie,

— didactique de la biologie et de I’étude des milieux naturels,
— didactique de géographie, d’histoire et de sciences de la sociéts.

Chacun de ces 3¢ cycles comporte deux niveaux :
— le diplome d’études approfondies (D.E.A.),
— le doctorat de spécialité (thése de 3e cycle).

Le nombre maximum de candidats autorisés A s’inscrire dans chaque
D.E.A. est fixé par le Président d’Université.

e Le 3¢ cycle de DIDACTIQUE DES MATHEMATIQUES de Paris
est organisé en commun par :

— PU.E.R. de Didactique des disciplines de I'Université Paris VII,
— I'U.E.R. de Mathématiques de I’Université Paris VII,
— le Conservatoire National des Arts et Métiers.

Les directeurs de recherche sont MM. CHASTENET DE GERY, JAULIN,
LACOMBE, REvVUZ.

L’accés a ce 3¢ cycle est réservé, en principe, aux enseignants en exercice
titulaires de la maitrise de Mathématiques (des dérogations peuvent &tre
accordées sur ces deux conditions).

® Le D.E.A. dure, en principe, deux ans (pour ceux qui n’envisageraient
pas de poursuivre ces études au-deld d’une année, il est envisagé de délivrer
une attestation sous la forme d’un Diplome d’Université).

Les études de D.E.A. comprennent :
— des compléments de Mathématiques

— des enseignements (cours et séminaires) portant sur certains problémes
ou certaines méthodes de didactique des mathématiques,

— des séminaires d’initiation 2 certains outils généraux utilisés dans la
recherche didactique (psychologie (sous diverses formes), évaluation, pro-
grammation, etc.),
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— un stage, c’est-2-dire un travail effectué par le candidat sur un terrain
d’enseignement (en général celui ou i! exerce).

Les candidats peuvent &tre dispensés de certains enseignements s’ils
présentent des titres jugés suffisants.

o La thése de 3¢ cycle se préparera en un ou deux ans apres le D.E.A.

L’organisation détaillée de ce 3¢ cycle en 1975-76 a été décrite dans notre
bulletin régional n° 34 (septembre 1975). Certaines informations restent
valables pour 1976-77 mais des modifications ont été apportées. Pour obtenir
des précisions et pour diverses questions matérielles urgentes (inscriptions,
connaissance des horaires exacts, choix des enseignements et autres démarches
permettant de fixer votre propre emploi du temps), s’adresser le plus tot
possible au Secrétariat de I’U.E.R. de Didactique des Disciplines :

Université Paris VII
Tour centrale, 7¢ étage, salle 706
2, place Jussieu, Paris-5¢

les lundi, mardi, mercredi et vendredi, de 14 a 17 heures.

Pendant le mois d’avril, le secrétariat sera, de plus, exceptionnellement
ouvert les mercredis de 9 h 30 2 12 h 30 et de 14 h a 18 h 30.

B A propos des « Déchargeé LR.EM. »

Les I.R.E.M. nous demandent de vous rappeler que tous les collégues
qui désirent obtenir des décharges de service pour formation continue, recher-
che, etc., pour l'année 1976-77 doivent remplir les formulaires ad hoc,
d’urgence. Dans le cas ou leur chef d’établissement ne les leur aurait pas
communiqués, ils doivent les leur réclamer ou s’adresser a I'l.R.E.M. (Paris
Nord ou Paris Sud) correspondant & I’emplacement géographique de leur
établissement.

Notre Association, en transmettant cet avis et en encourageant tous
ses adhérents & profiter de ces quelques droits acquis, tient a rappeler qu’elle
continue d’une part & réclamer que la plupart des « décharges » obtenues
soient des « décharges effectives de service » (et non, simplement, des heures
supplémentaires) et d’autre part a considérer comme scandaleux que les
maitres auxiliaires n’aient aucun droit & la formation continue (rappelons
qu’ils sont, d’une part, considérés comme appartenant a la Fonction publique
et, & ce titre, écartés du droit a la formation continue dont disposent les autres
travailleurs et, d’autre part, comme non fonctionnaires et, a ce titre, écartés
des « recyclages » de ’Education Nationale!).

Josette ADDA.



B Journées nationales de ’A.P.MLE.P. (1976) a2 Rennes

Les prochaines journées nationales de ’A.P.M.E.P. auront lieu & Rennes
les 24, 25, 26 septembre 1976. Le théme sera :

« Mathématiques et comportement »

Il est prévu les groupes suivants :

I. — ACTIVITES MATHEMATIQUES DANS LES AUTRES DISCIPLINES

(suite d’Orléans, mais vue & travers les comportements) :
I-1. — Math-Physique.

I-2. — Math-Frangais.

I-3. — Math-Enseignement Technique.

I-4. — Math-Biologie.

I-5. — Math-Sciences Economiques.

I-6. — Math-Informatique.

II. — ETUDE DES BLOCAGES.
Cette étude doit faire intervenir des médecins, des psychologues,
des sociologues.

III. — ROLE DU MATERIEL DIDACTIQUE DANS L’ENSEIGNEMENT DES MATHE-
MATIQUES :

— Technologie éducative.
— Calculatrices.
— Audiovisuel.

IV. — HEURISTIQUE :

IV-1. — Analyse de comportements heuristiques.
IV-2. — Olympiades - Rallyes.
IV-3. — Clubs Mathématiques.

V. — ANALYSE DU COMPORTEMENT FACE A UNE ACTIVITE MATHEMATIQUE (1) ;
V-1. — Pré-Elémentaire.
V-2. — Elémentaire.

(*) 11 serait souhaitable que chaque groupe soit animé par un mathématicien et un
psychologue ayant travaillé ensemble dans une expérience.
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V-3. — 1¢ cycle.

V-4, — 2nd cycle.

V-5. — C.E.T.

V-6. — Adultes.

V.7. — Role des psychologues dans une recherche pédagogique.

Les membres de la Régionale Parisienne de ’A.P.M.E.P. qui souhaitent
animer un groupe ou un sous-groupe sont priés d’en informer d’urgence,
soit Josette ADDA qui transmettra, soit, directement, Michel LEVEILLEY
(Régionale de Rennes), 28, avenue des Vignes, Chatillon-sur-Seiche, 35230
Saint-Erblon.

B Publication de la Régionale Parisienne

N’oubliez pas de commander et de faire commander par vos collégues
et votre établissement :

INITIATION AU LANGAGE MATHEMATIQUE

Analyse d’une expérience d’enseignement
par Josette ADDA

préface de Hans FREUDENTHAL

C’est le premier essai d’antimanuel, publié par notre régionale, afin de
proposer, non pas un modéle de cours, mais une méthode de construction
d’un enseignement et d’analyse et d’utilisation des réactions des éléves.

Bulletin de commande au dos.
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