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Vie de la Régionale

Relations avec le National

Le comité a fait le bilan des journées de Limoges et des différentes com-
missions nationales, et a examiné plus particuliérement plusieurs points
(manuels, textes d’orientation de I’association) en vue de la réunion du Comité
national du 6 novembre.

Fonctionnement de la Régionale

Nous avons décidé de créer une commission 1¢" cycle /C.E.T. au niveau
régional, qui pourra étudier les problémes de fond relatifs au 1¢" cycle (Fina-
lités, liaison avec le technique, orientation...), tout en se réservant, bien sir,
de prendre toutes les décisions nécessitées par I’actualité immédiate (projets
ou décisions officiels, action de 'A.P.M...).

Par ailleurs, il est utile de mettre en place un réseau de correspondants
d’établissements, qui puissent diffuser en cas de besoin des informations
urgentes que les délais d’impression et de routage empécheraient de publier
en temps utile dans le bulletin. Si vous pouvez assurer ce role dans votre éta-
blissement, renvoyez-nous le bon encarté avec la circulaire des activités du
second trimestre.

Action IREMS

e Alertés d’une réduction de certaines décharges dans I’Académie de
Créteil, nous avons écrit au Recteur de I’Académie de Créteil.
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e Par ailleurs, nous avons décidé de demander 'appui au niveau régional :
— des présidents d’Universités,

— des syndicats d’enseignants,

— des associations de spécialistes,

— et, ultérieurement, des associations de parents d’éléves.

A la date du 7 décembre, nous avions regu des réponses positives de la
part de :

— M. J. P. KAHANE, Président de I'Université, Paris XI,

— du S.N..E.Sup.,, du S.N.I. PEG.C, du SGEN.-CEDI. du
S.N.E.S.

e D’autre part, nous avons diffusé les informations du national & 60 colle-
gues qui avaient participé récemment a 'une ou 'autre de nos activités.

e Enfin, le 6 décembre, nous avons participé a une réunion d’information
convoquée par les I.R.E.M. Paris-Nord et Paris-Sud. Etaient représentés
au niveau régional, outre ’A.P.M., ’A.P.B.G., la F.CP.E,, le S.G.E.N,, le
S.N.A.L.C,, le SN.IP.E.G.C. et le S.N.E.S. Aprés un échange de vue sur
I'importance des I.R.E.M. et de la formation continue des enseignants de
toutes disciplines, a été évoquée la tenue, le 4 février a Paris, d’une convention
nationale sur la formation continue (I'information officielle sera bien entendu
donnée au niveau national).

Réunion d’information du samedi 5 novembre sur la mise
en place de la réforme

Quarante collégues environ étaient présents a cette réunion, appartenant
a divers ordres d’enseignement : primaire, premier cycle, C.E.T., second
cycle, enseignement supérieur et recherche.

Aprés un bref rappel des principaux points de la réforme (entrée en C.P.,
maintien d’une filiére du type C.P.P.N., organisation des 6¢, maintien de cet-
taines classes de 4¢ et de 3¢ dans le cadre d’un enseignement professionnel,
préparation du C.A.P. et du B.E.P. en 2 ans aprés le 3¢, existence d’une filiére
du type C.P.A. a l'issue de la 3¢), les participants ont exprimé leur avis sur
différents points : :

— qu’attendent les collégues de 6¢ des éléves que leur envoient les insti-
tuteurs de C.M.2? et quelle attitude adopter, par conséquent, dans
les commissions d’entrée en 6€?

— Les enseignants devraient étre libres d’utiliser ou non un manuel :
dans le cas ou ils n’en utiliseraient pas, ils devraient pouvoir disposer
des crédits pour le matériel de leur choix, dans le cas ou ils en utilise-
* raient, ils- devraient pouvoir réellement choisir leur manuel, sans
que le choix soit fait pour tout I’établissement.
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— La suppression des travaux dirigés en 6¢ est particuliérement néfaste.
— Sur le soutien, les positions exprimées étaient trés différentes :

e si les classes de ’élémentaire étaient limitées a 25 éléves, s’il y avait
en 6¢ des classes de 25 éléves dédoublées, le soutien ne serait néces-
saire que dans des cas trés particuliers,

e méme dans le cas d’éléves ayant de grosses difficultés, le soutien
peut étre utile parce qu’il apporte des rapports différents avec les
éléves,

e comment le soutien peut-il étre une solution pour des éléves de 6¢
qui savent a peine lire et qui ont des difficultés a faire des opérations
simples?

e les éleves en situation d’échec sont souvent ceux qui rejettent le
systéme scolaire dans son ensemble. Ne vaudrait-il pas mieux
changer ce systéme, établir des rapports différents dans la classe,
et promouvoir le soutien entre éléves a U'intérieur du groupe, plutdt
que d’imposer encore une présence supplémentaire 4 des éléves
qui s’ennuient a I’école?

Comme on le voit, les collégues sont loin d’étre d’accord sur la question.
En fait, il faut également noter que I’échec scolaire a des causes parfois (sou-
vent?) externes a I’école, et que les disparités entre établissements, et parfois
méme entre classes dans un méme établissement (des classes de niveau ont
été reconstituées dans certains C.E.S.) font que ’appréciation des collégues
ne peut étre uniforme (%).

Commission Informatique

Créée au cours de I’année scolaire derniére sur le plan national, elle n’a
pas encore de réunions parisiennes réguliéres...

Cependant, malgré la dispersion des matériels (qui disperse les équipes
déja constituées) des rencontres peuvent &tre organisées.

Par exemple :

Le lycée J. B. Corot de Savigny sur Orge (91) serait heureux de recevoir
des Collégues au sein de son Club d’Info (langage L.S.E. — Mitra 15 —
8 consoles).

Pour prendre rendez-vous, on peut téléphoner (de 9 h a 11 h, de préférence)
a.:
Geneviéve LOPATA

Tél. 902-02-58

Y a-t-il d’autres équipes dans ce cas?

(1) Nous invitons d’ailleurs les collégues & nous écrire pour nous donner leur point
de vue, a partir de leur expérience actuelle en 6°, ou d’autres expériences qu’ils auraient
sur le sujet.
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Avez-vous lu la brochure A.P.M.E.P. :

« Quelques apports de I'Informatique
a ’Enseignement des Mathématiques »?

Vos remarques a propos des articles seront les bienvenues.

Prise & notre permanence, 13, rue du Jura, Paris 13¢, de 17 h a 19 h,
le mardi, elle ne vaut que 25 F! C’est une occasion de venir faire plus
directement connaissance — si vous n’y €tes pas encore venu.

Sur lart de sonner les cloches

Bernard JAuLIN. — Ecole des hautes études en sciences sociales. Conférence
a la Régionale Parisienne de 'A.P.M.E.P., le 19 mars 1977.

Les airs de cloches sont plus agréables a entendre qu’a décrire. On va
tenter, cependant, de raconter certains de leurs aspects.

On dispose de n cloches numérotées 1, 2, ..., n. Deux cloches de la « batte-
rie » donnent des sons différents, on peut donc supposer que le numéro d’une
cloche désigne la « note » qu’elle joue.

Soit Tn I’ensemble de tous les ordres totaux sur {1, ..., n}. 1y en a nl.
(B!=6, 4! =24, ..., 12! = 379.001.600). Un élément ¢ € Tn définit pour les
sonneurs de cloches une salve ou volée (en anglais on utilise parfois le mot
« change »). Si ¢ € Tn, on désigne par #; le numéro de la cloche a la iéme place
pour Pordre ¢ et on écrit t = ¢,.%5... t,. Ainsi, si £ =24315, jouer cette
volée de 5 cloches, c’est jouer d’abord la cloche n° 2 (le ré par exemple), puis
la cloche n° 4 (le fa), etc. Si #; = k, on dit que i est la place de la cloche &
dans la salve 7.

— L’ordre naturel sur {1, ..., n} sera noté i. Pour cet ordre on a i; = j.

On peut alors poser la définition suivante conforme a la tradition des
campanologistes.

— Un air de cloche est une suite A = ¢1¢2... (#+1 de volées satisfaisant
les trois conditions suivantes :

1° Toute volée apparait une et une seule fois dans la suite A sauf la salve i
que 'on trouve au début et & la fin de lair (*).

20 Une cloche se déplace d’au plus une place dans deux volées
consécutives :
@=kntpl=k=|j—il< 1)

(*) Dés que n > 7, (7! = 5040, 8! = 40 320, ...), sonner toutes les volées possibles
est une exigence difficilement compatible avec I’endurance des sonneurs de cloches. Dans
ce cas, on cherche, le plus souvent, & sonner le plus de volées possibles ou toutes les volées
d’un certain type. Nous retiendrons cependant la condition 1) qui a donc un caractére un peu
théorique a laquelle sont liés les problémes traditionnels de la campanologie.
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30 Une cloche ne doit pas rester 4 la méme place dans trois volées consé-
cutives :
(1P = kA PP =k = tPt2 £ k).

— Les conditions 20 et 3° sont liées, dit-on, & des considérations d’esthé-
tique. La condition 1° répond 2 un souci louable d’exhaustivité (ou d’égalité)
qui est contraignant. En effet, pour jouer les 40 320 salves sur 8 cloches, il faut
A peu prés 24 heures (un air sur 8 cloches a été joué a Leeds en 1741). Ainsi
pour jouer un air sur 9 cloches il faut 9 jours, 10 cloches, 3 mois, sur 11 cloches
prés de 3 ans et sur 12 cloches une trentaine d’années. Autant dire que de
tels airs n’ont jamais été joué et pourtant, les campanologistes, dés le xvie siécle
donnaient des méthodes pour les sonner (un air sur 4 cloches s’appelle un
« single » ou « minimus », sur 5 un « double », sur 6 un « minor », sur 7 un
« triple », sur 8 un « major », sur 9 un « cater », sur 10 un « royal », sur 11
un « cinque », sur 12 un « maximus »). Ce sont ces méthodes qui nous inté-
ressent et qui témoignent, comme on le verra, d’une certaine pratique du
groupe S, des permutations sur n objets.

— Le terme anglais « change » laisse supposer que les campanologistes
font opérer S, sur T, par 'intermédiaire des places que I’on désigne encore
par les nombres 1, ..., n. On utilise la notation cyclique traditionnelle pour
les éléments de S, et on note multiplicativement la composition dans S,.
Ainsi si :

S = (134)(25), cela signifie que s(1) =3, s(3) =4, s@) =1, s(2) =5,
s(5) = 2 et s(x) = x pour tout x #1,2,3,4,5...

S , est n-transitif, il opére sur T , par I'intermédiaire des places de la fagon
suivante : si, par exemple, ¢ = 241365 et si s = (134)(25) comme ci-dessus,
alors s(t) = 362 145 : le cycle (134) de la permutation s a pour effet « d’en-
voyer » la cloche en position 1 a la position 3, celle en troisiéme place va a la
quatriéme, et celle en quatriéme place vient en premier. Le cycle (25) échange
les cloches en position 2 et 5. Les cloches aux autres places ne bougeant pas.
De fagon générale si s €S, et t € T, alors s(t); = #4;. Dans ces conditions,
trouver un air de cloche, c’est-a-dire une suite A = #1£2 ... ¢»'+1 d’¢léments
de T, satisfaisant aux conditions 1, 2, 3, revient & engendrer le groupe S,
de fagon unicursale (condition 1) en utilisant des permutations particuliéres
(condition 2) et en respectant la condition 3.

— Draprés la condition 2, les permutations que I'on peut utiliser sont
celles qu’échangent des places consécutives. Elles sont donc d’ordre 2. (Si
I’on désigne par C, = S, leur ensemble, C, peut étre défini de la fagon sui-
vante :

Soit s€S,, si supp. s = {i/s@i)) # i} et, si 'on appelle transposition
consécutive les permutations dont le support est constitué de deux entiers
consécutifs alors C, est le plus petit sous-ensemble de S, contenant les trans-
positions consécutives tel que si s,, 5 € C, et supp. s; N supp. s, =J alors
Sy, 83 € Co

Ainsi C, = {(12), (23)}, C, = {(12), (23), (34), (12)/(34)}, C5 = {(12), (23),
(34), (45), (12)/(34), (12)/(45), (23)/(45)}, etc. et il n’est pas difficile de définir
la fonction n - |C,| ou |C,| désigne le nombre d’éléments de C,).
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Ainsi pour construire un air de cloche, on utilise un sous-ensemble X = C,,
possédant les deux propriétés a et b suivantes :

a) X permet d’engendrer unicursalement S ,, c’est-a-dire qu’il existe une
suite xq, X, ..., X ,, d’éléments de X tels que :

ay) Pour toutseS,, s # 1,, il existe un seul p < n! tel que s = x; ... X
@3) X1 e Xpy=1,. 1, désignant Iidentité de S,.
by Vp<nl Vie{0,1,..,n} x,()=i=x,.,0) #1i.

La condition a traduit la condition (1), la définition de C, la condition (2)
et le b correspond a (3).

Notons, puisque x2 = 1, pour tout x € C,, que deux éléments consé-
cutifs de la suite sont nécessairement différents. D’autre part, on remarquera
que la condition (b) est équivalente & la condition ' suivante :

Vp p #0, p<n! supp. x, nsupp. X,4; =1{0,1,...,n}

— Caractériser les sous-ensembles de C, satisfaisant aux conditions a
et b ci-dessus (la condition b peut étre considérée comme accessoire cf. infra)
est un probléme difficile. Aussi nous considérerons d’abord quelques exemples
de solutions (ou méthodes) proposées par les campanologistes, ce qui nous
aménera d’ailleurs a rencontrer d’autres aspects de ’art de sonner les cloches.

Quelques airs de cloches

Considérons d’abord le cas n = 3, bien que les campanologistes n’en
fassent pas grand cas car il y a seulement deux airs possibles.

On a C; = {(12, (23)}.

On a donc lair suivant :

i
> | (12)
i

| =< (3
R
>< | (12)
321
| > (23)
St
st cha(id)
b .9
1) ()
1.0 3

et celui obtenu en échangeant les roles des permutations (12) et (23).
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On a ((12).(23))® = ((23)(12))2 =15 et S; = G(5y, 5p) ot G(sy. 5., 54)
s; €S, désigne le sous-groupe de S, engendré par sy, S, ..., 5,. On voit ici
que S; = D¢ ol D,, désigne le groupe dihédral a 2n éléments, un groupe
¢tant dihédral si et seulement si il peut étre engendré par deux éléments de
période 2.

— Soit maintenant n = 4. Un air sur 4 cloches est un single. On a
Cu={(12), (34), (23), (12)/(34)}.

On sait que S; n’est pas dihédral (ce que I'on peut voir de la fagon sui-
vante : comme |S,;| = 24, on aurait S, = D,,, c’est-d-dire qu’il existerait
deux éléments 54, 55 de période 2 dont le produit s = s, 5, serait d’ordre 12.

Or T'ordre d’un élément de S, est au plus d’ordre 4.)

La solution retenue par les campanologistes généralise la solution qui
s’impose lorsque n = 3. Elle consiste & utiliser Dg — {1,} = D% puis les classes
latérales de D¢ dans S,. Comme Dy a huit éléments, il y a deux classes latérales
et I'on peut espérer passer de I'une & I’autre & ’aide d’un élément de C,. C’est
ce qui se produit :

Soit, en effet s; = (12)(34) et s, = (23). Alors s = 5,5, = (1342) est
d’ordre 4. Donc G(s,, 55) est d’ordre 8 et est donc égal & Dy,

Soit enfin s; = (34) de telle sorte que X = {s,, 55, 53}. On constate alors
que la suite de volées obtenue en appliquant sur la salve canonique les facteurs
gauches du produit [(s,5,)%s;55]° est un air de cloche. En d’autres termes,
cet air s’obtient en commencant par appliquer s, sur la salve canonique puis
s, sur la salve obtenue, etc., et a arréter cette alternance pour utiliser 55 avant
le moment ou on reviendrait & la salve canonique, c’est-a-dire appliquer s
sur la salve (515,5)%5,(i5) = 5,(i5) car (s;55)% = 1 et (5,)~! = s,, et recommencer,
ete.

Regardons ce que 'on obtient :

1 2 3 4 1.3 4 2 1 4 2 3
5y > 55 558

2F abndl 38 3 10204 4351 L3790

saliiid, toGanil wa UL Sy
indnwlyg 3 Bis2 1954 4312

Sy oS > Sy S3 51
4 2dwl 28 vt B2 A

g ot ool xiey ol S2 S
4% 31 2 4 20 24 gE 32 =l

51 > > S S1
3-41 2 s e 2 3.1 .4

Sy | >< l So 52
31 4 2 4.1 273 213 4

g X < 83 51
1 3 2 4 1 S4¥35%2 1 4 3

S3
4 2= 5y



Cet air est particuliérement simple & conduire. La régle est la suivante :
on utilise s, et s, en alternance sauf lorsque la cloche n° 1 revient en premiére
position, auquel cas on utilise la permutation s,.

La condition b est satisfaite car supp. s; = {1, 2, 3, 4} et donc, pour
deux permutations consécutives s;, 5,41 de la suite, on a supp. s; U supp. sy, =

1,2, 3,43,
¢ La cc}mdition a I'est également. En effet, 'ensemble des facteurs gauches
du produit (s,55) %, est égal 2 D} = Dy — {1,}. Comme (s,55)3s; = (5,59) 4551 =
(52)72 = 55. On a 1, = (5,55)%5,55 = 55 = (243) (qui est d’ordre 3).

L’ensemble des facteurs gauche de (s5,55)%5,55(515,)3s, est donc égal 2
D} U 243 D,

De méme on constate que ’ensemble des facteurs gauches de [(5,55)35,55]®
est Dy U 243 Dy U (243)2 D,

Ainsi les campanologistes utilisent la décomposition suivantes de S, en
classes disjointes.

(1) Sq= G(51, 52) U 5955 G(54, 52) U (5255)2 G(sy, 53) =
DU (243)D, U (243)*D

— Soit maintenant » = 5. Un air sur cinq cloches est un double. On a
Cs = {(12), (23), (34), (45), (12)(34), (12)(45), (23)(45)}. La encore, les campa-
nologistes ont cherché a étendre la procédure utilisée pour n = 4. Seulement
S n’admet pas de décomposition de type (1), c’est-a-dire que S; ne s’écrit pas
sous la forme de réunion de classes disjointes du type :

G(s1, 52) U (5253 G(51, 59) U ... U (525572 G(sy, 52) @

p étant Pordre de t3 = 5,55 oll 54, 59, 53 € C5 €t
supp. s,V supp. 5; ={1,...,5}, i=2 et i=3.

En effet, si s € S;, I'ordre de s est inférieur ou égal au p.p.c.m. de x,, x,,
Xg, Xg, X5 aVEC

X3+ Xg+ X3+ x,+x5=5 0 x; 5.

L’ordre d’un élément de S; est donc inférieur ou égal A 6. Par suite si
85y, 83 € Cy, G(s4, 5;) a au plus douze éléments. Il faudrait donc trouver un
€lément s5 € C; tel que 7, = 5,5, soit d’ordre 10 pour obtenir a I’aide d’une
décomposition de type (1) les 120 éléments de S;. Ce qui, par ce qui précéde,
est impossible,

Il y a plusieurs généralisations naturelles d’un tel procédé. Indiquons
un cadre dans lequel la plupart des méthodes proposées par les campano-
logistes s’insérent.

— Soit X = {5y, 52, 5'1, §'3, ..., 8’} = C,, un sous-ensemble de Cn ayant
(p + 2) éléments. Le probléme consiste & trouver une décomposition de S,
en classes disjointes de la forme

(@) S, = G(sy, 59) U h; G(51, 52) U ... U h, G(sy, s, satisfaisant les condi-
tions B et y suivantes :

(B) supp. s, LU supp. 53 = {1, ..., n}
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(v) Soit (I) Ay = hysys’; et alors supp. s3 U supp. s'; = {1, ..., n}
Soit (IT) /.y = hysys’; et alors supp. s; U supp. sy = {1, ..., n}
On pose (hy = 1,).
On peut dans ces conditions associer a une telle décomposition un air
de cloche décrit par le dessin ci-dessous ol p est ordre de s = 5,5,.
(C’est aussi I'ordre de s’ = s,5; car s, et s, sont d’ordre 2.)

%‘\ hz\

Salve n° 1 Salve n° 2p + 1 Salve n® 4p + 1
51 OU So S1 Ou S §; OU Sy
s'y sy
Salve n° 2p Salve n° 4p Salve n° 6p

Ajoutons un petit discours pour clarifier ce long dessin. On passe de la
salve 2kp -+~ 1 a la salve 2kp + 2 en utilisant soit s;, soit s,. Si on utilise sy,
par exemple, la salve 2kp -+ 3 est obtenue a partir de la salve 2kp + 2 en utili-
sant s, et on continue cette alternance jusqu’a la salve 2(k + 1)p.

Dans ces conditions, comme (5,5,)? = 1, 51(5,5,)7~* = 5,71 = 5. La salve
2(k + 1)p est la transformée de la salve 2kp + 1 par la permutation s,.
On utilise alors la permutation s’, pour obtenir la salve 2(k -+ 1)p 1.

Ainsi My = 818 k1 Mr 1

Le méme procédé est alors recommencé et conduit a la salve 2(k + 2)p.
Si cette fois-ci, on a commencé en utilisant s,, C’est-a-dire si la salve
2(k + 1)p + 2 est obtenue en appliquant s, sur la salve 2(k +- 1)p + 1, on
constate par le méme raisonnement que précédemment que la salve 2(k + 2)p
s'obtient 4 partir de la salve 2(k + 1)p + 1 en appliquant sur celle-ci la
permutation s,. Dans ce cas donc, on a /3 = 818'kioflkro. Ainsi les condi-
tions (x), (8), (v) précédentes assurent que la suite de salves ainsi obtenue
est un air de cloche. En anglais, la suite des 2p — 1 salves comprises entre
les salves 2kp -+ 1 et 2(k + 1)p s’appelle un « lead ». Un lead correspond
donc & I’action d’une classe latérale (2 droite) de G(sy, §5) sur la salve cano-
nique, ou, plus précisément, un lead est obtenu en appliquant & partir de la
salve 2kp -+ 1 les éléments de G(s;, s;) dans un des deux ordres naturels que
I’on obtient en appliquant s, et s, en alternance et en commengant soit par s,
soit par s,. (Ces deux ordres sont d’ailleurs inverses I'un de I'autre). Les per-
mutations particuliéres s’; utilisées pour passer d’un lead & I'autre portent,
dans la campanologie traditionnelle des noms : bobs, singles, shunts, etc.
qui sont liés a la parité ou & la structure de cycle de ces permutations. Par
extension, un lead qui est suivi d’'un bob s’appelle un bob lead, etc.

Cette formulation permet de définir des formes particuliéres d’air de
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cloche : on dira qu’un air de cloche est canonique si I'une des conditions v(1)
ou v(IT) et une seulement est utilisée. Cela veut donc dire que chaque lead
est obtenu en parcourant G(s,, 5,) toujours dans le méme sens.

Notons, dans ce cas, que la condition (3) de 'introduction ou la condi-
tion (b) n’est pas astreignante dés que n est pair. En effet, il existe s € C,,
tel que supp. s = {1, ..., 21}, A savoir s = (12)(23)(45) ... 2n — 1.2n).

Par suite toutes les conditions sur les supports sont automatiquement
vérifiées si I’on choisit cet élément de C, comme premier élément pour engen-
drer G(sy, 55). La seule condition posée par les campanologistes et n’ayant
pas un caractére local (a savoir la condition 3 de I'introduction ou la condi-
tion ) est donc facile a satisfaire dans ce cas... Un air de cloche est semi-
canonique si &y, = 5,5, implique Ay, = 5,841k, Cest-2-dire si deux leads
consécutifs sont obtenus en parcourant G(s,, s,) dans des sens différents.

Les airs de cloches canoniques et semi-canoniques sont, dés que I'on
connait s, et s, (et également la premiére permutation utilisée) entiérement
déterminées par la suite des s'; c’est-a-dire la suite des « bobs » ou « singles »,
etc., utilisés. I existe des conditions naturelles que ’on peut imposer a cette
suite. Par exemple on dira qu’un air de cloche canonique est régulier (on suppose
ici que les leads sont obtenus en commengant par s;) siil est construit par
bloc, c’est-a-dire si 'on pose #; = 545", 1, = 818", ty = 5’48y, etc., et ordre
t, = r; alors la suite des s’; est de la forme :

o [[6" s ot it et (s' et (s ]

En d’autres termes un air de cloche canonique est régulier si pour passer
d’un lead au suivant on utilise d’abord s', autant de fois qu’il est possible
c’est-a-dire r; — 1 fois car t, = s5,5"; est d’ordre ry... On obtient ainsi un
premier groupe de r, leads. Ce groupe on le translate r, — 1 fois a l'aide de s’,
car la permutation qui fait passer de la premiére A la derniére volée d’un
groupe est (s,5'1)"s; = 5’5. On peut donc utiliser r, — 1 fois s’ pour obtenir
ryry leads car s';s’, est d’ordre r,, etc.

Donnons un exemple d’air de cloche canonique régulier, dans le cas
de n = 6. On utilise s; = (12)(34)(56) et comme supp. s, = {1,2, ..., 6} nous
n’avons pas, pour le choix des autres permutations, 2 nous préoccuper de
la condition (3) de I'introduction.

Soit s, = (23)(45).

Alors 545, = (135642) est d’ordre 6. Par suite G(sy, s5) = Dy, le groupe
dihédral & douze éléments.

Soit s’y = (34)(56).

Alors t; = s5,5'; = (24653) est de période 5. On obitent donc les cing
premiers leads dont on indique ici simplement les premiéres et derniéres salves.
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e $90Ras Y
' lead n° 1
(12) 1 3 2 5 4 6}

(1) 13526 4
Sy lead n° 2
24 1 5 3 6 2 4)

@) 1 56342
5 - lead n° 3
88 1§89 4-9a2)

@37 1 6 4 52243 |
o lead n° 4
“48) 1 4 6 2 5 3

49) 1 4 2 6235
55 > lead n° 5
(60). 1.2 " '4°"8 "6 5

et I'on constate que si I’on utilisait ', aprés la soixantiéme salve on obtiendrait
la salve canonique, et, d’autre part que la permutation qui fait passer de la
premiére & la soixantiéme salve est bien s'; = (sy5",)" 1s,.

On utilise alors s’y = (23)(56). Dans ces conditions 7, = s';8", = (234)
est de période 3. On va donc obtenir trois groupes de cing leads dont on
indique ici les premiéres et derniéres volées.

remier groupe de cing eads

B0). Ay 2 4si356# 5

B L4y 203 5,46 (
s ¢ deuxiéme groupe de cing leads
(1200 1 4 3 2 6 5

21950l B8 rdae S 16 /
s’y - troisiéme groupe de cing leads
(130). 1 32 4 65

/

et 'on constate comme précédemment que si 'on utilisait s’, aprés la salve
n° 180 on obtiendrait la salve canonique ou encore que la permutation
qui fait passer de la premiére volée a la derniére volée d’un bloc de trois groupes
est s’y = (5'18"9)1s’y. Il serait agréable de trouver maintenant un élément
s'3 € Ce tel que t'3 = 5’585 soit de période 4 et permettant de translater sans
répétition quatre fois ce bloc. On constate que s’y = (12)(34) répond a la
condition désirée. On at’, = s’,s’, = (1243) et on obtient les volées suivantes :
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(0 s e 62

S » premier bloc de quinze leads
(8 't ¥y 2 476281

S's
(181)314265)

i - deuxiéme bloc de quinze leads
(360) 3 41 25 6)

Sl

3(361)4321562

e troisiéme bloc de quinze leads
(540) 4 2 3 1 6 5)

Sy
(541)241365)

Sty ' quatriéme bloc de quinze leads

(1) & VAt isen

(raly- 18 g g

Le choix des éléments sq, Sy, 8'1, 8", 8’3 de C, pour construire un air
de cloche canonique régulier n’est pas conditionné uniquement par des consi-
dérations sur les périodes des éléments 5,5, £; = 5951, ts = §'18's. t3 = §'58's.
Il faut en effet que la décomposition () soit en classes disjointes. Or, pour
que deux classes latérales ;G et h;G soient disjointes, il est nécessaire et suffi-
sant que /1;4;7* ¢ G. On pourrait expliciter cette condition pour la décompo-
sition correspondante a un air de cloche canonique régulier. Ainsi, on démontre
qu’il n’existe pas d’air de cloche canonique régulier pour n = 5. Par contre,
en 1640, STEDMAN a donné un air de cloche semi-canonique dans ce cas.
Indiquons-le :

Soit s, = (12)(45)

52 = (23)(45)

Alors 5355 = (132) et (s153)® = 15 = (535:)%. Done G(sy, 52) =.De.

On utilise s'; = (12)(34).

Si on pose fy= 835"y et 1’y = 5481 onua tp=(12453); ', = (345) et
14’y = (12543) est d’ordre 5.

On a :

P(s'y, 53, §1) = G*(5y, 52) U 1,G(54, 52) U 118"1G (51, 52) U 112"16,G (51, 52) U ...
U (t12'1)*,G(51, 52)
et 'on constate que ces dix classes sont disjointes. On obtient donc ainsi

6 x 10 volées. On vérifie de méme que la condition sur les supports est véri-
fiée' car ;

e supp. s, LU supp. s, = {1, 2,3,4,5}.

e supp. s, U supp. s’y = {1,2,3,4,5}.

e supp. s, U supp. s’y = {1, 2,3,4,5}.

On constate alors que P(sq, 55, $'1) = Aj le groupe alterné sur cing élé-
ments. En effet, P(sy, 55, 5'1) a 60 éléments et est engendré par s,, §5, 5’y qui

appartiennent a Aj... Il suffit donc pour obtenir S; de translater une fois
P(sy, 55, 8'7) a I'aide d’une permutation impaire appartenant a C;. Les seules
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possibles sont (12), (23), (34) et (45). Pour satisfaire la condition sur les supports,
il faut utiliser s’y = (12).
Regardons ce que 1'on obtient.

1 12345 31 54132 61 12435 91 53142
2 21354 32 51423 62 21453 92 51324
3 23145 33 15432 63 24135 93 15342
4 32154 34 14523 64 42153 94 13524
5 31245 35 41532 65 41235 95 31542
6 13254 36 45123 66 14253 96 35124
51
7 31524 37 53214 67 41523 97 53214
8 35142 38 45231 68 45132 98 35241
9 53124 39 42513 69 54123 99 32514
10 51342 40 24531 70 51432 100 23541
11 15324 41 25413 T1715423 101 25314
12 13542 42 52431 72 14532 102 52341
5’y .
13 31452 43 25341 73 41352 103 25431
14 13425 44 23514 74 14325 104 24513
15 14352 45 32541 75 13452 105 42531
16 41325 46 35214 76 31425 106 45213
17 43152 47 53241 77 34152 107 54231
18 34125 48 52314 78 43125 108 52413
sy
19 43215 49 25134 79 34215 109 25143
20 42351 50 52143 80 32451 110 52134
21 24315 51 51234 81 23415 111 51243
22 23451 52 15243 82 24351 112 15234
23 32415 53 12534 83 42315 113 12543
24 34251 54 21543 84 43251 114 21534
s’y
25 43521 55 12453 85 34521 11552 12854
26 34512 56 14235 86 43512 116 13245
27 35421 57 41253 87 45321 117 31254
28 53412 58 42135 88 54312 118 32145
29 54321 59 24153 89 53421 119 23154
30 45312 60 21435 90 35412 120 21345
8y
121 12345

On passe de 60 a 61 et de 120 a 121 par s’',.

« Stedman doubles »

On pourrait continuer ce début d’herbier d’air de cloche. 11 existe en effet
de nombreuses autres méthodes dont certaines sont pratiquées depuis le
xvie siécle : méthode de GRANDSIRE, PLAIN BOB, ERIN, GLASGOW, HUDDERS-
FIELD, DOUBLE NORWICH, etc.
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Nous reviendrons sur certaines d’entre elles & propos de quelques pro-
blémes mathématiques que nous allons considérer maintenant.

Aspects mathématiques

Le probléme de caractériser les sous-ensembles d’un groupe permettant
d’engendrer unicursalement celui-ci est un probléme difficile qui, & ma connais-
sance, n’a pas de solution compléte.

R. A. RANKIN dans « A campanological problem in group theory » donne
une caractérisation lorsque |X| = 2. Ses résultats utilisent une généralisation
d’un argument de W. H. THOMPsON, théoricien de la campanologie, qui vers
1880 résolvait le probléme de savoir si I’on pouvait, avec la méthode de Grand-
sire, sonner toutes les volées sur sept cloches en utilisant seulement des « plains »
et des « bobs leads ».

Donnons un apergu de cette méthode qui malheureusement ne se géné-
ralise pas pour |X| = n quelconque.

Soient G un groupe fini et «, § deux éléments de G. On dit que G posséde
la propriété P(e, 8,r) ou r € IN — {0} si il existe r chaines disjointes d’élé-
ments de G, &', ... 3'g; i =1 ar tels que 3, = «8',_; ou bien 3, = B3,
pour tout p, 1 < p < q; avec & = &';.

Le probléme que se posait Thompson revient & savoir si As (le groupe
alterné sur six éléments) posséde la propriété P(, B, 1) ou « — (35764),
B = (274)(356) (on considére ici Ag comme opérant sur {2, 3, 4, 5, 6, 7}).

En effet, dans la méthode de Grandsire qui est une méthode cano-
nique, le groupe G(s;, 55) a 14 éléments et s,5"; = « = (35764) et s5,5"y = B =
(274)(356) ol1 5’ et s', sont respectivement le « bob » et le « plain » que 'on
peut utiliser pour passer d’un lead a l'autre.

On voit donc que les premiéres salves des leads d’un Grandsire triple,

! !
si il existait, seraient au nombre de 3 Z( i % = 360 et comme « et 3 appar-
tiennent a A, le probléme de THOMPSON revient & savoir si on peut engendrer
unicursalement As a I’aide de « et B. La réponse est non. Voyons pourquoi.

Soit y = a~18 d’ordre n, « et { étant respectivement d’ordre / et m de telle
sorte que si N est ordre de G,

N=nn=Il=mm,

ou ny, /4, my sont les indices des sous-groupes cycliques A, B, C, de G engen-
drés par v, a, @, respectivement. Soit 8 € G. On désigne par Q(3), c’est la
notation de Thompson, la classe & droite de A contenant § :

Q(S) = [85 \1’85 seey Yr~18}
Supposons que G posséde la propriété P(«, 8,r), c’est a dire que G

se décompose en r chaines dont les opérateurs sont o et B. On a alors le
lemme 1 (W. H. THOMPSON).
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Si il existe x € Q(3) tel que x est opéré par «, alors tout élément de Q(3)
est opéré par o.

En effet, soit x = y?8. L’élément suivant x dans la chaine & laquelle il
appartient est par hypothése ay*3 .Or «y?8 = By*-13. Or ¥*8 # y*-15. Donc
¥*~13 ne peut pas étre opéré par 8 si I’on veut éviter les répétitions, par suite
v*~18 est opéré par «. On en déduit que tous les éléments de Q(3) sont opérés
par o.

— Ainsi on constate, si dans la partition en r chaines de G, on a utilisé
U fois « et V fois 8, comme chaque classeQ(3) contient n éléments, que U = nu
et Ve=—"np;

— La suite de I'argument de Thompson est plus délicat. Soient Q(3,), ...,
Q(3,) les v classes a droite de A dont les éléments sont opérés par @ et consi-
dérons les éléments de 'une de ces classes, soit Q(3,), par exemple. La méthode
de Thompson consiste 4 étudier le nombre r’ de chaines appelé par lui « round
blocks » que I’on aurait, si au lieu de 8, on opérait avec « sur les éléments
de Q(3,) et il montre que |r — r’'| est pair. Ainsi si ’on part en utilisant seule-

ment o, comme dans la méthode de Grandsire « est d’ordre 5, on a 22-0 =70

« round blocks » initiaux et on ne peut pas arriver a une seule chaine en échan-
geant « par f.

¥ 4 it 360 3
De¢ méme si ’on part en utilisant seulement £, on a - 120 chaines

initiales et 1a encore en échangeant certains 8 par « on ne peut pas arriver a une
seule chaine.

Présentons, de fagon plus précise, la généralisation due & RANKIN de
cet argument.

Dans les r chaines de départ, les éléments de Q(3,) apparaissent dans
h chaines. Désignons par y#x3,; le premier élément appartenant a Q(3,) appa-
raissant aprés y*8, dans la chaine ou celui-ci se trouve. On définit ainsi une

permutation
£4(8,) = (1 e )
gl 8x
admettant A cycles.

Soit S(g,, 8,) la partie de la chaine dont le premier élément est By*3,
et le dernier v#+3,. Dans chacun de ces segments, il n’y a qu’un seul élément
appartenant a Q(3,) & savoir le dernier élément et tout élément de Q(3,) est
le dernier élément d’un et d’un seul de ces segments.

Un petit dessin :

5 (%*)s:)
X*’S. )
¥,

N

les /1 chaines parmi les r dans lesquelles se trouvent les éléments de Q(3,).
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Soiti i, = aytide ‘tolle sorterquenn, /= « et =18

On va construire a partir du systéme de r chaines précédents, un systéme
de ry chaines par rapport aux opérateurs o, B, «,, ; dans lesquelles les éléments
de Q(3,) seront opérés par g, ;.

Pour ce faire, on place, pour chaque x, x = 1 a n, S(x, 3;) aprés le seg-
ment S(g,;,, 8) (ou s + x est ici compris modulo #).

De cette fagon, le dernier élément de S(x, 8,) qui est y*8, est suivi par
le premier élément de S(g, x, 8,) C’est-a-dire Byst*8; = ayst¥+18; = a . 1(Y*3;).

On obtient ainsi un systéme de r; chaines dans lesquelles les opérateurs
utilisés sont «, B, «..;. Dans ces r, chaines, des n, classes latérales a droite
de A, les éléments de u d’entre elles sont opérés par «, v — 1 par B et les élé-
ments d’une classe, & savoir ceux de Q(8;) sont opérés par «,,,. On va évaluer
|r —ry|. Comme précédemment on constate que si A, est le nombre de chaines
parmi ces r, qui contiennent des éléments de Q(3,), que ry—h, =r—h et
que h; est le nombre de cycles de la permutation

8s(3) = (1 2 n )

Zs+1 &st2 &st+n

On a donc g3, = g4(8y).7° ou ~ est la permutation circulaire
v = (1, ...,n). Une propriété élémentaire de = 7,7, ... 73 00 7, = (1p),
montre, appliqué s fois, que | — hy| = s(n — 1) modulo 2.

On a donc |r—ry| = s(n — 1) modulo 2.

On opére ensuite de la méme fagon avec Q(3,), ..., Q(3,) et on obtient
des arrangements de G en ry, 13, ..., ¥, chaines avec & chaque fois

r—ry=s(mn—1) mod 2
ry—ry=s(n—1) mod 2
Fymq—Fy = 8S(n — 1) mod 2

On en déduit r —r, = vs(n — 1) modulo 2.

Ainsi dans I’arrangement en r, chaines de G, on a u classes a droite de
A dont les éléments sont opérés par «, et v classes dont les éléments sont opérés
par ogyq.

On peut maintenant, au lieu de travailler sur les classes latérales de A
dont les éléments sont opérés par 8, considérer celles qui sont opérées par o.
On obtient ainsi, si P(«, B, u, v, r) désigne la propriété pour le groupe G d’étre
arrangé en r chaines en utilisant U fois I'opérateur « et V fois I'opérateur
B8, le résultat suivant :

Théoréme (R. A. RANKIN).

Si G est un groupe fini possédant la propriété P(«, B, U, V, r) alors
si n désigne I'ordre de v = o~18

(D) U=nuetV=nmnv

(2 Vsar' r—r' ' =vs(n—1) mod 2 et G possede la propriété
P(e, 514, U, V, ')

(3) Vedr” r—r” =ut(n— 1) modulo 2 et G posséde la propriété
|3 fedic M DITR 28 ia
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De ceci on déduit immédiatement un corollaire utile pour les applications
a la campanologie.

Corollaire (W. H. THoMPSON, R. A. RANKIN).

Si G posséde la propriété P(«, B, r) et si n I'ordre de «~1f est impair,
alors r =1, = m, (mod 2) ou /; et m, sont les indices dans G des
groupes engendrés par « et § respectivement.

11 suffit pour obtenir ce corollaire & partir du théoréme précédent de faire,
comme Thompson, s = —1 et = 1 dans le résultat précédent.

Car un arrangement de G correspondant a la propriété P(e, o, U, V, ')
congsiste évidemment dans les classes a droite de A dans G et par suite ' = /4.
De méme si ¢ = | alors r’” = n,. Par suite, comme 7 est impair, on obtient
le corollaire précédent.

L’exemple indiqué plus haut et traité par Thompson vers 1880 relatif
4 Pimpossibilité de jouer un air sur sept cloches en utilisant la méthode de
Grandsire (Grandsire triples) avec uniquement des « plains » et des « bobs
leads » en est une conséquence numérique. En effet, dans ce cas « = (35764),
B = (274)(356), v = a1 = (25764) et le groupe considéré G est Ag d’ordre
360. Comme /;, = 72, m; = 120 et que n = 5 on devrait avoir

: 1 =172 = 120 (mod 2)

ce qui est impossible.

On pourrait donner d’autres applications 4 la campanologie de ce résultat.
Le lecteur en trouvera dans I’article original de Rankin, ainsi d’ailleurs que
des résultats concernant le parcours unicursal d’un groupe G par deux élé-
ments « et ¢ tels que le sous-groupe A engendré par y = «~'f est normal.
(Dans ce cas la théorie précédente se simplifie notablement.)

Remarques finales

Cette introduction 2 la campanologie est évidemment bien incompléte.
Elle est insuffisante par la liste des méthodes que nous avons évoquée et surtout
par la description que nous en avons donnée : les campanologistes s’inté-
ressent notamment au chemin suivi par chaque cloche (une méthode est
parfaite si chaque cloche fait le méme « travail ») et, d’autre part, définissent
trds souvent une méthode, par exemple STEDMAN, GRANDSIRE, etc., indépen-
damment du nombre de cloches, ce que nous n’avons pas fait apparaitre.
En outre, nous aurions pu également mentionner certains problémes ouverts
de la campanologie (existe-t-il un Stedman triples utilisant seulement 3 singles,
etc.), nous intéresser A différents problémes mathématiques spécifiques (exis-
tence d’air canonique régulier, nombre minimum de bobs ou singles néces-
saires, etc.) et 4 leurs rapports avec d’autres problémes classiques comme
celui de Hamilton pour le parcours des arétes d’un isocahédre sans repasser
deux fois par le méme sommet, 1’algorithme de Tarry, etc. Nous espérons
revenir sur ces sujets & une autre occasion.
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Le lecteur pourra trouver dans les manuels traditionnels et dans les
articles cités de la bibliographie des indications sur ces aspects de la campa-
nologie. Ainsi on pourra se rendre compte que les campanologistes, dés le
XvIe siécle, pratiquaient de fagon non triviale certains groupes de permu-
tations et que leur théoricien, au xixe siécle, W. H. THOMPSON, utilisait une
notation, introduisait des notions et des arguments qui relévent de la théorie
moderne des groupes.
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Erratum : Dans le bulletin national n° 311, il est écrit que la date limite
d’envoi du questionnaire 1°F cycle (p. 893 a 903) est le 31 décembre. 1l
s’agit en fait du 31 mars 1978.
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